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—in\eidinq ?\"quﬂmme ren

"-Ih?ormo.\ico." s de naam die in 1068 len hbehoe-
ve von de nieh-Bnoelsaksische landen is bedacht voor
‘hQ‘ VQ\< do}' ‘unmic\c\e\s " de. Veren'-ao:\e. Sb\en Van
A merika ”come‘t-er science . en in groo}--‘Bri-\'\'nn‘n'é
”COm\Qu}‘in‘S science heetle. Voor de %nse\ soksische
Yerm "Compu-\-er" wordr in hed Nederlands “euuYo-
mo\\'is‘:he re\cenm ack'sne " o? helt \(or}ere. " re\«enouk:-
moa} Se_\sez;sc\; berde termen Gn Qciec‘uqo} mits
we —zodls we later zullen zien— aon hel begrip
"rekenen ! cen it Ye enoge belekenis Joekennen.

De ;'Qrm “quomqq\- ! bez‘aaen we Voor een me-
Chanie\ﬂ da“ auloncem —dwe. ‘Zonc\er verder 'msrs-
pen onz2erzlyds— dessewens\ ie}ls voor ons Ran
doen. Eeh O\\H’tans i somm';se, \G\nAEnB vee\ ver-
breide oaulomoal is bv. de shortbok van een WC.
No. \ne)r S\‘o.rl'S'lanc.\ —¥rem<em GO de \(e“‘ir\s 0{?
druk\sen o de \\'noP._ verloopt de res} VO.n‘Zc\?'.
het Yoilet wordt schoonaespoeld, de hak \ooP)- vol
en Ye rechier ‘r5c\ wor de Yoevoerkraan aes\o-
Yen zodal de bok niek Over\ooP\‘.

Men zow op Srcmcl von het bovenstoande Youn-
nen de'n\<en c\o} o\e SiSGreHeﬂau\'omaa‘* c\e naam
”o.u.\-ovnm} " niel verc\'uer&, omcch cle_ \f\an\‘ OP
ollerle; wizen woelr inorgper: h5 moe} munien
'mgoo'nen er Qen lao o enire \<e.n. Deze »\o\nc\e\inscn
2om evenwel Ye beschouwen als een ui\‘ge\oreaci
S r\-Sisnom\'. het s een Qu}orno.cﬂ voor de Siop-
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fe-}%enbcer, die ‘-Bdens de j}romsoc\-ie, er Seen (m\ts-
Ycen nNoar \neeﬂ.

Y\assiekere voorbealden von ciuyomalken G
de Wlok en de spee\cloos, die —wmits oygewonden—-—
" mon lieve Buguskon " speelt. (Hel was vook

) AS R ¥
deze\?c\e ambachtsman die sPee\c\ozen ewv Ylokken
—al dan nle\' Vo koe\:ce\s— VvVoorzgien — Ve.rvaqrc\'.s-

de.)

Bov%g@noemée Oxu}ovmor}en 157\ 2R bee\»‘e SO0
omda} ze in zekere 2in jedere keer \ne\-ze\?de doens
de stortbok verzore} de ene doorsFoe\inS no de
andere , de klok herhoclt 2Gn por}roon elke 42
wur en de SYJQe\c\oos ,\ao}r }a) vervelens Yoe 'O
m\{an \ieve Qu%us¥5n' horen. (Qo«nsezien ook Walts
<lSarm mochine tot deze roep van goaoie awlo maoden
be\noorde,\oe}oam¥ \ne\' ons h]e} ons \QOAAMH\(@?‘\G\
over die So.cx'.‘)e'ad wit e ‘a\reh.>

Bovenoenoermde autrormoten werden 3‘3\’°\3d
deor een [lexibeler \moe.. »l. het \3\02 var de s]oee\-
doss wne} de verwisselbare reol: dal belekende dat
mel Sm‘)e'ndee\s \we\Ze\@e =N Par‘ao} "
Quaus)&n ', don wel /'HQP qar‘mnne\ce, S*r-oc.-)o in' ¥
komne_\«e " '\'e'n cae\'norwe \(or\ worden SQ\Dm:\w\"‘ Ve\e
aurornoden 24n von dak \-5 e. de p'\omc\o, de
g;\mprc' ec}or en he¥ drqa\orae\. Wedergm be-
O.Qm} e\' ons nie\' ons doar \Qw\ AUﬂ\(QﬂC\ over:
U&I\;' ¥<=_> \o.‘\en-. he)f wWwee e‘}ouu;: OV Jacc\ugrd en
de moderne \fmhc\-g)es uurae ?reesmac\n'me. VO\‘*
len hier ook onder, evenals de q?syee\ apporo-
Yaur van Srqmmo@:on‘o\ax-en, ViQKQQ‘P\Q)teh e
borden,

O e lieve

e bovengenoeméq mechanieker 25N ‘e Yo-
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nele 8evcer-c\ orm het \oesrip "automaat ' Yo Mus-
}rerer. Voor hel andere ospeér von de reken-
auromaat , nl. da} ‘nS “reken} , bieden ze echler
geen Qon\(no\f:insspun’r, 20dotr we nuw (onder

C\Om\ﬁzesa'ms) weer O\%C\‘\eid VO \‘leh ermen,

Wab is rekemen ? Lolern we cens een heel een-
voudia v oorbeeld \os de \KOF vosten: hel in het
*ien}a"is s¥e\se\ QP"Q\\Q\'\ Von §wee ha\‘uur‘\S]«e 33‘
X-q\\&n. Hee\ ee,nvoudés? MiSSQ\n‘-en ‘2‘.‘\‘ c\o.\' nogt
riodal 2e de c‘rers von O 3m 3 hebben aeleerd

S S >
kost het kinderen op de \asere school nog \')Qf‘eh
voordal ze de kunst onder de knie \""’53‘3"’ Cen

sommigen Verer he¥ nooitr). Lao} ans eens ma-

Sao\n, walt c\oorbg kom?} \(5\(6?\.

O e \oeﬁmnen \erern we de }aea\s von op-
\‘Q“iﬂs:

O 1 2 3% 4 5 6 7 8 9
olola|l2|3l4a|lsi6 T8 |9
114121314 )15]6 |7 |89 j10
2|2|3l4|5|61F (8|9 |10
3133|4567 8|9 |10 M
414|516 (7|8 ({9 |10 1411213
515167 (8|9 |10 [12]13 |14
61617 1819 140141 [ 12|13 |14 |15
713789 {101 1213 |14 |18 (16
8 |[B |9 |10 |a2]|43 |14 |28 ]16 |17
319 [10]41 {42113 |4 |56 |17 |8

De bovensre rg en de \inker kolom YN niet 20

moeilglc en \o\-ns'?_o.me.r)wanc} rook) hetl kind ver-
d et de linkerbovennoek van het Yobleau:

Yroww

he} 2g. “rekenen onder de tien " Ne enioe \-Scl
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behoort ook de rechier onderhoek o} de Pom\e
kennis van her kind. Her kind kent nu wil hed
hoo%‘ de som von twee Se)ro.\\en onder de tien. Dot
1S \’Iee\ mooi el Wwind \(Qn* LAY 7Y %e\' Oh‘\'WOO)“C) von

A00 versachillende ojﬂ-e\\‘. ngen.

Moar het is ool duide\é‘j\< do} we 2o niet door
\(unnen Saqn'. er 'ngh 10.000 ver5c\w'.“ende QPlAe\—
linoen vom Ywee Se}q“en onder de handerd, er
25n 4.000,000 versc\'ﬁ“enc\e o?)re\\in e Van iwee
getallen onder de duizend , en hel iz kennelgk

waanzin e pm\:eren derse\gk rote ‘obleaus
wit e hoo?d e kennen. Se\.u\f ‘o \noe% dao} ook

hié, wan? —'Zoa\s he‘- ople-\"}'ende \C’.‘ZQrBQ a\ ‘Za\
heboen o‘:semer\«-\--_ hel rableaw is niet 2onder
= \mo«:x)-. He} vo\ae-ncie skadium voan he} opxe\—
0hder-w5$ bes}nq'\ don ook wit hel leren ex-

T::\ o\*e ren VoM deze rese\mo.a\~.

He} beainy er mee, dot we Sro}ere 9e¥a\\e~n
nie} als en 'Ae‘.} \oesd—vouwen, moor Q\s Yo vVan
ngers die we stuk voor stuk behandelen: uitr de
cB err-Ben, die de addendo. represenl-eren, \eren
we de c&%rr‘S construeren, die de som re pre-

senteert.
WO.\ 375“ de inared'.en\'eﬂ Var do\' CQns}ruc\ie-
e

pr‘oces? n Qe.rs\'e warden de CB?ers vanr de oc\-
denc\q \Wee-c\an-§'wee oLan e\\« oo ):0953\:0&3&,

wal we weergeven door de gehﬂ\ e Poven \-
koor 3Je Sc\wﬁ\reﬂ. En we leren door\os, dat
2037 + 642 er don als

2037
64 2

e riet als
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2037
64 2

hoort wit te zien.

Povenstaande QP;Q“-mé is ma\xke\S\‘ ormdat we

Faarsgewss ”c:nc\er de “rlen “ RZunnen rekenen
2 037
6 4 2
2679

en }ob 2zover doel het er niet toe, o? we van links
nounr rec\n\'s o? Vo rec\n}s noar \'m\ts wer\xen,

Om ook OP}E“'JHS% zoa\s

2 0%7
64 5
2 6 872

wit e \(uvme-n voere-r{ worden de reae\s u‘.‘r‘se\oreic\
mel hel "1 onthouden " en als k\wP op de vuur-
?5\ word} de \QQr\ina ver Yrowwd Semaa\a} me} het
cascaaeversc))snse\ da} oP}reccH* wanneer de Onk-
houden 4 " re\een‘ma moel Worden Qbracht in
een ?os‘a\-"e. WO de Sowm VYo de c5 ers 9 1S,

A

Zools
2

7

> _»
2

05
6 4
| 2 30

Ne 25n 20 uﬂ-ge\oreid c)o de ‘}ien}o.“ige oF}e\-
\'\ng VO -h\:ee nq\-uw\r\"ke 3€\'~O~“en \‘ns&s&an, h'\e.\'

omdol we verondersiellen dal de \ezer niel Yan
o‘o*e\\en, roar Om hem bewust de vnoken Von de
Vee\\neid VOon rese\s die \"5 ( met de no&‘nse mu}'me

schier onbewust) '\o«apas} :
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Mits voldoende Sc\nef? Se?ormu\eerc\. vormt zon
'E.o\mens)re\ VGan TESQ\S wok WS een Q\gcri}-\nme
noemen. (\AS hebben kboven een Q\30r3¥kme v oor
de 3-’\en)ra“ige oplelling van natuuricke oerolen los-
_ P 9k &

Jes cxane)edu.‘.c\.) Een Q\Sori)r\'\me. 'S ern \ﬂande\mgs-
voorsc\—\r'.?f} dat, wmiks 3e\-mume\5\< Uu')'ée\roera, n
een e’\ndig QO\Y\}Q\ S}o\?)oen 3‘6‘1‘ \we} Sewens)le re-

Su\'} O\GA' v Oe.r\‘ .

Noar QQn\eidxng von de \osJes Qo.nsedu'.de
OP}e\ al 80.-'.3~\r1me. Runnen we meleern al de vo\sen-

de OPmer\ﬁnge.n yoken.

O_?mer\ﬁnq‘ “Q\ S n'xe\ Y\oochc\\(e\.S\( 20, do} A o
q\sor'.)-\v\m: niets aon de ?om}-as‘-e vorn de wiyvoerder

over\aa\-: irre\evcm*e Yewzen mo&en we o?en\o}en.
Om 2087 onm G645 op Je ‘ellen, worden de oe-

Yollen " boven elkaar” aesc\\reven, moor kenne\gk
'Z.Sn

2057 3 6 4 5
™
645+ Q05?+
Q.'—}O‘?. ’2?07.

ons eveén \‘]e . 35 de overeen\mms}‘nae Vermen';s-
vu\dig%nsso\\aori)rkme s d'\)' Ver3c\\5nse\ Sefaronon-
ceerder: Ve rge\a\\-

T1 28
28 1
—_— 7
568 en 28 *
14 2 19 6
+ A
198 19 8 &

( E'i nt.:\e VG O?mer\(ins.>

O?mer\tin%. De pre\ Q\Bor'l}\nme \S ‘h Zoverre
ken rmerkend, dal \r\g N eern zeer sroc} contal ver-
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schillende geva\\en kan worden §'oe3<apqs\-_ Do}, 20-
als in cli\‘ voorbee\c\, de a\sori-\-\wme N een onbesre"sa
aantal Seva\\en '}oe.PoLs\Daqr 1S en er nie\', on a?}mn-
\W-\Sk von de Qddendq, een bovenarens \oes\-aa\" v oor
\‘ne" Qqn\-o\ s}a}:‘:en do& een Mi]‘Voer'mS von de o.\-
Sor‘u}-’hme vergen zal , neem! niet wegq dat elke
individuele ui\'voerinS slechis een e‘mciis aontal

s)-ovfs‘::en vers\'. (Binde von OP"‘Q”\‘""‘&)

Eew ondere Q\Sorinnme word¥ Se.vormd door
het st\ome.rouo.“ van di?—?erenhu\"nerese\s daot ons
bv. in skaat slelt

d | Sin x
-}e \:emkenen.Toeae?oﬁ \eic\@n 25 n dik Seva\ \-cﬁ

<Cos x)-e 3in x

Ook de diﬂ?erenhq\-ie u\go:—ﬂ-\-\me loat in het a\serneen
enige Vr‘:"j\ﬁeid —~wmel name in de volgorde woarin
de diverse regels worden Yoegepast—, ook de d\'F-
?eren\-‘no.‘riea\gori}\\hne \S in Fri’ncipe in een onbe-
Sremsc\ aon ta) quq\\en '}oe\oas\oaqr-. \Jg hebken
dit voorbeeld opoenomen omdal, Yerwgl hekr ge-
bruikelak is le S}one\«zn over de \oerekenina von
Qe o.?ge.\e'\de" be\- bere\«\'eanen \'ﬁer G\ on*dao.-n is

2

van de heel s]oeciﬁe\-e Nnumerieke associalies.

Andere VQQr\oee\c\eh vV an Q\Soripn-meﬂ ‘?.E)n
F\onimg\risc\we CQﬂS\'Tb\C"iQS <Voc>r' de \:;i sectrice
von €een \noe\&, he¥- hoosk‘oun} Vo €en c\rie\\oe\«,
eh.), \oreipor}ro:nen, ge\ami\csqaﬁ wBZi ngen, mon-
haevoorsc\-\ri@en, r‘ece.p;‘en en de Sedmssrese\s
clle ws voloen om e kg\«en o? iemOmc.\ voor\tom‘-
in hel 43\2@0»*\\0«3\« voor Qms\'erﬁum.
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O?mer\c'mg\. ’Bﬂ \ne\- )}e\e?oon\ooe\& voor ﬂms}eréo«m

2y, de resels eenvou.c\'nser en verB)- het zoeken
gemidde\cl veel minder S}‘QPPen don by het Yele -
{%an\ooek voor Eindhoven en Omstreken anno 1982,

waarin de namen Von de Qanges\o\-enen dorPs-

ew52e ZE)’n Seraﬂasd'\'.\x\-. TEY) QON2Zien VOow \’:e\-
laarste 4e\e€00n\ooe\< zou ynen don ock Voan een

onstwerp@:u)- Yunnen spre\«en. CE'mc\e VO Op-mer-
k\ns.)

Pe awlomoarische rekenwmachine heet 2o amdat
hg outomatisch kon “rekenen” in de zin vom: ou-
Yormokisch een Q\Séri“’\me witvoeren. De reken-
aulro moal onneen\' ‘25Y\ Sro‘re ?‘em\o‘-\i}ei* aon
he} ?ei\- dat de keuze von de q\ﬁori)ﬁwme die de
ac...\oqu- 2&\ U\ﬂ'voereh QAan ons 1S em do} we,
b& de \\'e.uze vom die q\gori)r\'\me Qe Sc\wier on -
begrensde Vrg\oe‘uc\ hebhen. (Verse\e.\cen \95 de

ecrder genoemde G.u’tc)ma'\'&n Y‘epr‘ase-n‘-eer\‘ de
re\sen outromoat don ook een ”quQY\\'Um \'Bumr.: ".)

’:Dfﬁ' de re.\te.n Qu}omaa} 9evcec1 \-‘C&n worden me}
een Q\sor'r}\'\me. ioor keuze wor'cn‘ U\;}gedruu\-t\‘

door Ye 2egoen do}t de rekemaulomaal "prosmm-

meerbaar s . Een q\gon'-}-\wme die door cen CLu-
Yomoal u.i)'sevoerc\ 20w Wunnen worden heel cen
" " ] H \_ L . "

Frosro«mmo —le f:j\< VOoorschn —_ €n »’le}‘ Qn}'-

n
werpen voan pmaramma's heetl ” rogrammeren .

’?‘rogrn'mme.re.n is \'\e,; hOD?C\Oﬂderwerra vV ar di}'

calle qe.

Om een Qan)-a\ redenen iS Prosrommeren een
CQ\\QSa woard.. Yen cerste OMdoA er iedere \(Qer
een programma nod‘ns is om de \oru\sn-}e s\aan
Yussen Qe "Senercx\ purpose Ccm"nrau;er e de sPe-

Ciﬁe\ce M?QSSins en do.o.rdoor de Qc.\“wi\e'-\‘ von
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het programmeren een centrale p\aa\'s ‘nmeemt. Jen
dweede omdatl wi wit ervaring weten dal. wie niek
5e\eercl \'aeepr ¥5dens he} programmeren voldoend

n cn\'wer‘p Ye den—
Xer en Ye redeneren, on\':erroepeak Yorokken
mookk. TPe shudent vo\\eclis vertrouwd vnoken met

'ZO\\(ElB\( -2 be\-roum\oaar over ?.:C\)

de meest eﬁ?ec\ﬁeve. rmanier Von redenerem over ol-
gorithmen , die bekend is, 18 dan ook een \oe\ans-
7‘5‘*! doe\s\e\\ms voan dit college.

Een wo«qrsc\quw\na is op Yyn p\aa\-:: een pro-
roynmo. \8 @en ?;,rme\e tex¥ woorin jedere \elter,
elk cB%r, eh ‘m\-erpunche-}e\fen ew elke oPemkw
2511 ro\ sPe«en‘ ’Prbsro.mmq‘s Y'noe.;en dG.O\rdoor et
onge,mo'ne hauw\ﬁeuris\ﬁelci worden opseﬁe\d. Om-
dot de wmeeste mensen gn op esmeié me} het
1dee da}l 2e zich in hun geschrillen hier en daar
best wak schrgf~ en sPeﬁ’w¥en mogen Permi-})-e:-en
en 3ewené 2Gw zich dienovereenkaoms)i -}esedm—
oen, schrikken wnensen o5, hun cerste ?(enn'.smo...
k’ms rnet pms{‘o.mmeren vaok Zo Von deze eis
von 2or vu\dis eid, do} z2e denken daF Progrom.
meren 3\een MGor € \(WQs\ie VO OLC'curo.;-essz
is. Wanneer deze accurotesse een Yweede naluur
s Se.worden, Y‘eo.\'tseeA men zic\n do&- de wore
vnoe'.ls\«\neaé heel ergens oanders ligh: die \33¥ in
de p\ic\ﬁ' le voorkormew dc} het On\'werp ornhon-
deerboor 'lnge.m‘\\(\'\'e\cl wordh. (\-’nee\ onervarenen
vertalen de voodzook von deze accuralesse in
een verwqt aan de rekenmachine, moar zg, reo-
liserern <2ich ‘n'ae“ do.} de Te\“%Qu}OMQG“ Zan
bmi\\'bmrkeid N Juis“ Onneen\' aon de egmwn-
heid wWaarmee HS de hewm %eaevoesde. olgorithme
en_ oeen ondere witvoert.




1P-9

TenslotYe verzoeken w3 de student z2ich Ye rvealise-
ren dat wal in het \oePer\d‘e beslek van dil nleidend
co\\e_ge behandeld kan worden, nie} represenh}ie?
kXon 2gn voor progrommeren in o) ZHn moge\gke
?oce*\-)-en. Om }gd de bequren en het nier moei-
\gker te maker don nodia s zullen w onze
ngromma‘s ontwikkelern Voor cen heel schere
machine waaraan vele toerers en bellen (die maar
ol 3¢ vaak haken en ogen b\gke-d ontbreken.
Hon Jde s]:ec‘a?ie\(c. h‘toe%\g\«-\’)eclen vorn her onriik-
kelen voan wer\«e\5k 3ro¥e. Profjrc\mmo.'s zulen

Wy in dit inleidend co“eae. nier roekomen.

Automolen en hun Yoestanden

Laal ons een Qh)‘omaﬁ& Yeschouwen d‘;e,ihdien
Ses\-ar\-, een }‘SdJQ iets doel en dan stopt. RAls we
voorbeelden n 8edo.c\n-\e wilen hebben Yunnen we
denken aar eem Sro.mmo@:on o? eenn sYorthok.
e SrammoF)OOH word} 325“0«‘“ door 2ern P\ao«} QF
Je \eﬂﬁa" en de naald in de 'm\ooFgroeF ‘e \aten
2akken: h5 s}oP\' als de naald vie. de uﬂ\Oo-‘o%m?
dic\w} Semoea 55 de as van de qu'.)ra[-)e\ \(um\-.
De storthbok wordtb ges}ar-} door coan de kethng
te Jrekken ; ols de bak weer vol is gelopen,
word} de Yoevoerkraan a()&es\o&en en stopl heb

PI‘OCES.
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Nie} alleen da} een aulomack, indien gestarh, een
iydje iets doet en don stopt, 2gnde cen aulo maat
doet hiy dat auronoom, dwz. zonder verder ingrg-
pen on'zerzac\s. Fen 3euo\3 hiervan is dol een
deraeia\fe automaal zich op ieder moment Yus-
sen star}t en sh:F in een verschillende 3Yoestand
bevind}: Kort na de strart bevindt hg 2ich in <en
‘oestond =zodal h5 ’no& een \nee\ \-dee wer\«\-., viak
voor he} einde bevind} \-.5 2ich in 2en Yoeshrand
2oda} \ns bShm s}-o‘:‘*.

| Wie de aulomaat in kwestie kent en week
wWaormoar NG \f"\(en vroek, kan dan ook allgd
5 Y 9
Ziem hoever de werkende aulomoal is 8e.vorclerc\.
'I'n he\- Sevcz\ Vo de Srammo(;cmn word* de s}o‘o}
van vorderina\abv. weersP‘nese\cl ' de Pos'\\-ie van
de arwm: e’e'n \3\& op de Pnsi\"le van de arm IS
voldoende om vask e stellen, hoever het o s‘:e\en

von de p\oo} is Sevcréercl.

Opmer\cing, \JB ves\-‘-se.n er de aondacht or:.'da}- op
verschillende momenden }ussen shar} en shop de ouro-
moal zich in verschillende docestanden moel bevinden.
Wanneer door eew kras in de ‘a\auoﬁ' de nacld \-erua-—
sPrin3¥ n de vorige groe en de 5ro.mmo?oon door
mee ';'erua\(eer\- N eev )roes\-onc! wWoorin }15 2ic\\ s‘-n&s
de strart al \neep- bevonden, 1S aon dez2e voorwoarde
nie+ voldaan. Er is dan ook ieks wmis: hg "Wg{

in de sroef \no\ngen " en zo) niet cutoncom shoppen.
(Einc\e van OFW‘Q"\“"S-)

Ook in het Sevo.\ von de storrbak \e\g)‘ de toe-
stand vos}, hoeuer— het oulonome pProces IS gevor-
derd.. Hd' WG.“CI‘TJ@;‘ in de \xx\»( neem} c\e ro\ vV an
cle Posi\‘ie vVGan de. arm Qve-nwe\ s‘ec\n\'s Sedeen'e\g\':

Quer 3e.du,rende, de \':e\e ctjc\u..s s de ba\-t immers
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Awee eer hol?vo\, éen keer ‘r@dens het \ees\ope-n en

¢én keer radens het volopen. Net onderscheid doar-
lussen wordt bepoa\d door het Fe;)r 0? de Wk de
axvoer niet 0? We.\ a?s\ui‘-. Ne komen }-o)‘ de con-

Ausie dat de Yoestond van de shortbak —in bena-

dEr'tnﬁ-—- wordt vqs}ae\e‘sd door Ywee variobelen:

de C.on}'nnue variabele ”WQ-\er\nooa}e ! en de dls:re)re

/,

4
voriabele 'af‘)voer " waarvoor slechts de Ywee woar-

den “open " en “dicht’ Yer bes:\-.‘.\«\«\ns shcon.

a R
vol €~ ===
N ~
N 4
halfvol [
v 4
‘. n
leeg 3--_ _yc
open dicht

Tn bovenstaand P\aa\de hebben we de walerhooote
verticaal uﬁaezel- en de Ywee shanden von de alveer,
”O?eh” en "dic\ns-,; in de horizonkale ric\'\)rins. Hek
‘:un\- R s de rushroestand: Yak vol en a?voer
dicht. De S\‘Gr\- ~het ‘\'re.\«'\(en oaan de \(e}\-inb— oPen\-
de o.{)voe,r, die open \O\Bﬁ 2c\ona  woler er mer vol-
doende snelheid dourheen stroomk. Bls de bok \ees
rao\\r\-, 20&(*‘ C\e klo\« weer éen wara;‘ o\e Q?mer Sg-
sloten, waarno. de hok \Jo\\ooP\-. (De wolterYoevoer
S Seo‘:emd wanneer de ok nie} vel is. De copaci-
‘\-e‘u} van de -\oevoer Vs Qc\-\;‘er— \<\e'mer' do.n die van
de QFmer, zodal de Yoevoer de bak miel belel leeg
te raken. Veri?ieer dq}, wanneer de Capoci\%ﬂ' von



TP-12

de Q-oner }wee keer zo r*oo\' is Q\S die von de foe-
voer, he} dOOrsPoe\en van het Yoilet — dwz. het door
lopen von et pad van § naar B— even lan

dfu.ur'}' Q\S \ne‘ daarha vu“eh Vo de \oo.\ -c\wz. ‘ne}-
docr\open von het Pud von C mnear WR—. Uit het
Pei\' dat in heb u\seme.en het doorsFoe\en veel kor-
Yer duurt don hel daarna weer volloper von de
bok, kunnen we comcluderen da} 3emeev\\5\< de
ver\nouc\ins Van de )xwee caPaci¥ei§en C\Qnmer\m-

\8\« Smkr is don 2 )
E“ﬁe man\S\(e %es\'aw:\ Oy de 5\'0\"\'\5&\( \'\'O'ml'

overeen wet een P-.m} in ons Ywee-dimensionale
Plcxcﬁde, da} daarom de naam oeshandsruimbe”
hee?‘\' Se\cresen. (In A SPecia\e 3eva\ zouden we
von “Yoestandsulak kunnen spreken omdal de
%e.s\‘ands'ruim§e S\ec\n\-s }wee.-dimensionao.‘ 8. \AS
doen dit niet en Se.\oru.‘.\(en de wmeer a\aemene
Yerm “ruimbe”; in vele Seva\\en 2al onze Yoeshands-
ruimle don ook wneer don twee dimensies hebben.)
De Sesc\niec\enis die 2ich aPsPeeu' in de Periode von
<tart ok s}wo]o vindt 25n weers‘:ieae\in in de vorm
van een pad In de "Joeaondsmim}e do door\ofnn
wordl, ( Merk op da} het pod niet weerspiegelk
et welke snetheid hed c\oor\o?en WQ‘—A\S

De Pos‘.he. van een Pun‘\- in de Yoeshonds ruimte
is hier gegeven door dwee codrdinaten: de waler
hoogte en het Fe& o?de. c\?voer- open oP dich} is.
De Wo}er\noosk is hier een COn\-inu&e VQria\fJe\e,
de bes\-anc\ von de QFVQQ\’ s hier \oe}:onde\c\
als een discreye variabele, die alleen de waarden
”c:):-en " on “dich}t” kenk. (Dak wi 2eggen, do}
Wi openen en sluiten van de aFvoer als ondeel-

hare |, "‘ms\-om¥ome ! Sebe.ur'\-e\nissen beschouwen :
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de Q?uoer is open u? dicht, moar niet "ha\? open".
Dit soort ”Pun’r Sebeur‘remssen” s een bruikbare
'ldeo;\'tser‘;na, niet onse\'\« aon de "‘auﬂmqsso." in de
kloassieke rmechanica. Met hek cog op de struc-
Jouur von reken automoten zulew wS ons in hel
vervolg beper\ven Jo} Joestondsruimden woarin alle
coordinaten discree} 2gn. Als bv. de Yoestands-
ruimie wordk opgespannen door 3wee inteoer
coordinoten — dwa. beper\J ok Se\nee\\-o.“i e Woaoor-
den— , doan kunrnen we c\e 'X'oes\-ondsn.\'\m < Voor-

stellen door Qe r‘OOS\‘ErPurAen W ek \P\Q-\--\-e viak

- - - - Jr L - - -
» - L] - p » - - L]
L 2 - L L1 -» - - - -
L4 L] - - b - - - -
. - - At

- - - - < b4 - - -
[ ] - - - > - L] - -
[ ] - - - p - - - -
- ™ - - {P - L ] - -
L ] - - - - L] - - -

en het ‘Pac\ door ”sPronSehes" von hel ene roocster.
\Pwn-\ voor het andere.

Opme?\ﬁn_g\- Cr bestaar yrnachines, wooarin Woor-
de[n %arepreseﬂxeercl waorden door Con-“mu VOrit-
bele Phbsis-:\-e Smr.ﬁ-\'tede,n, 2cals Vo\'\-ase, s ¥room-
srerkle og? rototichoek von cen as. “Dik zon 29.

”ano\\oo)on ochines Z& valen qﬁ\nee\ Luwiter heb
bes}e\; Voan dix- co“ese. Vonoucls e\:\:e'n Qﬂq\oson
machines hel nadeel gehad dotk he} technisch onwme-
gelgk is op dex wgze woarden met erg grote pre-

cisie te r-ePresen-\eren, Hun vroegere voordeel van
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Shelheid hebben 22 mel hel steeds sneller wordem von
discrete re\(eﬁo/‘:?om\‘uur 91"0‘\'@7\ deels verlocren,
woordoor Steeds meer von wak vroeger door O\hQ\O&Oh
appqra}uur 8edc\0n werd wnuw met discrete appa-
rotuur Sesc\ftecﬂ — denk bv. can "diaital ‘r‘emrdirﬁ"
von muziek. C(Einde vom Opmerk\ns.es

De berekening als oestondsverandering

Een reken automoat die Sebru'.\(\ wordt reasee-r"
op s'aano\e.n die hg van de buitenwereld onivoangt en
c\oe\— Zu“(s door in r‘esPcms or.) de gh\-vo.nsen :515710-
len cP '2571 beur} weer sia\nq\en Q{-) -\e. geven. He}'
opvemen Van mlormake uir de buitenwereld heet
de ”invoer ” C"-: iﬂ?u}), het o.?seven voan ‘)h(—’ormq\"e
hee} “uitvoer” (= ou.‘f\ou¥). Qs onderdeel von de
au}-c;;maiv’nSer!ns van QOB —het nuymmmer voor "Ih-
\ic\n\rinsen" voan de %—e\eg-)oonc\‘yens\'- Ycunnen we ons
e mac\'\'me Voor's}e“en, die C\\S ThVoer Noaoym en
odres von een -\e\e%’oon wbornnee OTD“QerrA‘ ev als
witveer hek b:‘j\oe\vorende }e\e?mnnummer' oan de
buitenwereld rerournceert.

De manier waarop invoer em wi¥voer \o\aq\s-
V'\naen ]eea} VO™ O\MN'OmcLo} ‘\'c)* uu\'ommy‘ }e
VGPSC\‘ﬁ“en. ’33 de au\'oma\-‘\serirzj van 008 2.a)

de Invoer von hnoom en adres wo.o.rsc.’hﬁn\sh
\m\'s’v'inden doorc\oA de -}ele?on'-s¥e Q\e.'ZQ vio. een

Yoetsenbord Cals van cen Sc)ﬁrsgmaq\\ine3 “Takkt
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krw“‘\ de ui}voer via een \oee\dSc\nerm P\Qa\‘sv'\nc\\‘,
‘Zodor\ de ‘\EIe?cmisxe_ 'Zcmcier \o\c\cle.re.r\ in Srcﬁe *Q\e-
?oon\ooe\cen het evro\aﬁde andwoord kown oeven.
\"re\' (3 oo\& ::\en\c o {=% .c\a\- de uu}omaa} \13 Qﬂ}'-

woord in Vers\'uo-n\oore vorm Produceer\‘. De qiro-
dienst levert ons cen voorbedd woar in- en u%voer
via heel andere kanolen laoksvinden: invoer vindk
p}ao}s via Fons\caar}eﬂ (o? ondere mechonisch

\ees\oqre ?Ormu\ieren) en wirvoer \)‘mcl} r-:\cm\-s

me} be\'mlp van ogodresseerde en verder edrukle

2,
“ beTiC\'Aeﬁ van oversc\nrbvh'as I_

Vonwese de Sm)e vo‘r'\exe’.\- VA iNnvaer-—- en
witvoermedio zullen wg in dit CO‘]ESQ von invoeer
e ui\—voer Sm-\emc\ee\s o\\:s}-ro\\’)eren en omnze
comdacht concendreren op wal zich o{’sPeeﬂ Yus-
sen hel vnoment Woorop de invoer voliooid is
en her rekenwerk dus wamwn beﬁ‘:hnzn en he} mo-
went waorop hel rekenmwerk volrooid is en het
ondwoord dus voor uitvoer 8ereec! \‘.3\-.

Opmer\dhq. Eehmud‘;gkeidska\ve E)QQ“P\W er
corn voorbs dal soms helt rekenproces e celle-
KS\« al kan besumnen voordat de invoer volracid
s en da) Swms de uilvoer van een oedeelte vom
he} on}woorcl o.) mo e\\g\q 1S voordo} e“ re\xen_
proces \we\tmo.a] volrooid is. (E'xncle Von OPmer-

k'ma.)
e redenen om oms te beFer\ceﬂ Fok de \oeriode
vor het einde van de invoer Yo} hel begin von

de witvoer 2o velerlei. “Ter eerste \gken ver-
schilende rekenautomaten in wak ziri)-\ don q?..
speeﬂ- veel meer op etkaar don in de manieren
Wwaarop “2.8 metr de \ou‘.\-enwere\d Corfmmianiceren
wot zich down o.PsPee\\' is daardoor cen onderwerp
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vom vee o.\ge.memere 8e\di5\we:c\. Ter hueede is hed
gedurende deze periode datb hel eigen\g\«e reken.-
proces zich o?sFeen', waarep w5 onze aondocht

dienerx te concenireren. (Eewn derde reden kun-
ien we nu slechis noemen ., ynoar nog, niet wik-

\egoen: hel is een vereenvoudiging die ons in
stoot stel dee\\oere\&emhaeh op deze\%\e. voet Ye
behandelen als de Yolale \oere\xen'ms.

In het vo\sende. 2ullen wd reken)::rocessen be-
schouwen die uitacan van een \t::eéﬁn*oes}and van
de automoaat en leiden Yol een eindYoestand van
de avtomoact. Lndien het de oehele bere\«emna be-
-}reﬁ zu“en Wg 1n he\‘ V&rvo\a S}iizw:"j enc\ oon -
nemen dcﬁ' de 123\n-}oes"omc\ rec\-.)rs\-ree S door- de
invoer is bepqa\cl en da} de eindtoestand recht-
streeks bepqq\l' wat u‘n}se.voercl dien} d¢ worden.

leks Frec'.eser: voor elke kberekening worden
beain- en eindloesrand beschreven door deze\?de
co‘%ec\'ie coorc\imﬁe'n, de nvoer \Qes\‘ouﬁ c\anui‘]‘
da}t voor de be&;n-}oes;'and de woarde van een o
meer coordinalen word} vooraesc\nre\Jen en n de
eindYoestond re.presen'}eer’r de woarde van @en
o? meer coordinolen het Sewensk antwoord.

Op'mer\('mo\_ He\ 1S n‘le’k nood’&o&e\s\( dax‘ cie
'mvoe.r’ de wc:qrée. van q\\e. coordinakn VvV oor-
SC\’"SP' CEinde van Of)mer\m'mg.)

* X
*

Nu wy besloten hebben de bere\(e\ninseh }e
beschouwsen als ‘\'oes\-qnc\sveranéermsen Yunnen
Wy d_e 29. (')unc)-‘-one\e sgec\gicc}‘.g voan _<2n Lro:

gramma geven door OP, e geven hoe bes'm-
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en einé)roes}rqnc& dienen Sarémen -’}e hangen. Voor'
deze ?unc\'uone\e SPec\?iCO.\'tes 2u\\en WS een \wee\
vast schema vo\aen, dat we nu zulen bes:\nrs-
ven epn ynel een serie kleine Voor\oee\c\\')es Zullen

\\\us}reren.

Zon Punchone\e be&:\nrfjv‘mg bes¥o~o} u.'.*' 4 in-

grecl'nen\'en, n vo\aorde

(<) de 29 dec\aro\he voan de 2g. \Q\(O\\e. Varia\ae\en

(i) de besmconc\i)-ic —Yrodibioneel Yussen acco-
\odes aep\o.cﬂ's‘--

(die¢) c\e nogarmn VLn he} ]Omsjf'ckmmcu —}radi\-ionee\
Von Me\- VOor'o\PSG.a.nde Se&:‘ne?den doc:r‘ een

Pun}'\\'cmma._

(ev) de. einac_oncli\‘-e -\-raéixionee\ cveneens }ussen
acco\ades SeF\ac\\'.s}‘_.

He\' e\lee\ worc“' \foorc\?\ge QAT door' de DT-DQ-
ninaiaa\f T —wit te s}orareﬁ als ” ga:n -
en 82\/‘0\3& deoor de \ogloe"borende S\u‘s}in&s}'am\x
o | Y S °3 spre\(en als “end -~ .

Een heel eenvouc\‘e vooreeld von een ?uﬂc-
Yionele sPeci-fic.a\'ue. is de voloende - am der wille
van de discussie hnebben we Age rese\s overeen —
\coms}B 3emqr1‘<€erd-

(<) \C x: in}

D {x=X}

(ece) ; s\ﬁp

(¢v) {x=X}
H

OPmer\ﬁnq_ Q\s oPenin&S- en S\ui\'inas]"lao\\ﬁr r\'le)'
oP de‘zd@e reae\ S}O\an worden '25 om Qer Wille
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von de ouerzicme\s\f\weﬁd recht onder elkaar o8-

P\ao&s\-. De boven staande ()unc\'ie.ne\e sPec;{)thhe
18 20 \(\e‘m c\a\ er \ne\emqq\ 8een \oe’zwwr rX-10N 25n

3‘3\&\9’23“ }'23211 de \O.Jou\“.
L x:ink {x=X3 3 skip {x=X%X3
(Einde van OPmerkin3,3

\45 moeten bovenstaande ?unc\-'\one\e sPeci?-‘ca\-‘-e
als volgt lezen. Regel (<) vertell ons drie dinaen-.
da} hel hier 2en loestandsruimie mek slechls eev
coordinaal be.\-re?-\-, da} deze met de maam “x”
wordt aangeduid en dal 2gn woardebereik heperkth
is Yo} de gehele gelallen. Dt laakste s de Poﬁe’e,
van de 29. ‘_-é_ao.qndu‘nclin “iint” , woarmee de
declara‘-‘\e (3 Q?Ses\o'}en. ("'m}-" is de a?\torhns
van het Lc.\-:‘jhse. woord "'m’reser-" da} in hel Engg\s
voor de ae\ne\e getallen Sebm‘,\f\ wordb.) De rest
vertell ons dal de uanvan\tels\(e Selchaheic\ von de
heamcondi}‘ue (¢¢) voldoende is opda‘r M.'u}voer‘m%
van he}t programma " S\t‘.P", 2oals dit in rese\ ¢ed)
benoemd is , er voor zorgt dal no o.?\oo,: de
eindconditie (ev) Se\d)n

Wanneer er, 2oals hier het eval W, in de con-
dihes een Srodheic\ staat zoas X, die eigen -
\3‘« zamoor Wil de luchl kom} Vo.“en, don be-
Yeken} dat dat de ?unc\-ione\e. S)oec;?; cotke Se\d‘-
voor etke Yno%\.‘g\(e waarde van X . (Omdak
X aehee\ is en x=X moel 3e\den. Yoeven we
ons om Xz33 nied Ye bekommeren.) Mow. de
bovensa-ooncle Func,hcme\e sPeciFica)'ie Var "SkiF'
vertell ons dat "S\nr:" de waarde van X
wal die ook 257\ mooe, cnseszaSA dient te

laten.
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Eeh hauwe\:‘j\*s CAMB.I}.le\&zeI" VOOrbeQ\d VA een ?U'I'IC-
-}ione\e sPeci?‘-cq)-\e van een Froaro\mmo.‘cla)r we Se.mq\g-s_
halve ook maar weer ”s\ﬁP" neemen, 1§

() \L X, Y,2: int

(ce) {x=X A y=Y ~ 2=2}%

(cee) M S‘Ki?

(evd {x=X A y=Y A 2=2%
k]

Hel bovenstoonde sc\'\rg)ﬁ voor dabl in een drie-
d'lmgns'\onq\e 4oes\-andsru'nm¥e roet caoréinq}en %,
en =2 u‘;\-voerins van "s\ﬁF" de waoarde van
ek der coordinaten, watr die ock 2Hn mMmogR, on.

3(3\»52}5::\ dien} Ye lalen,
Opmef\ﬁﬂg. e Vo\aorde Waarin onder\'m’s c:loor

kc;mma‘s Ses&\e‘lc\en, de lokale namen x , Yy en
2  in de declaralie worden opaesomc\, doet
niet Yer Zc\\te. Equ.iva}en}e vormen voor reae\ G)

'7.51’\ ée T‘h os\ve H

) U %,2,y: ink
() \[ 2,4, X2 int
eke.

Wg hebben hier de drie \okale varicbhelen oe20-
men\g)\( mn e%n declcnrahe Se'in;roduceerd.. \r\Je
hodden hen ook ek mel hun eioen declarahie
mogen invoeren zulke onq?ho\n\ce\gke declaraties
moelen dan wel onder\ma door een pun}-\commo.

925c\ne‘|den '?.Sn . f’Bv.
(<) \E x: in‘; 3: ‘mx'; 2 inY
Ock m%avormen ‘zSn Aoeses\'cmn , 2o0ls il

(<) \[ Xou: in¥ 3 2:in}
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Opgove. 9& no., dat met bovenstaande vrgheden
regel (¢) in 24 verschillende doch eqqu\en’re
vormen Kan worden oPe’escMreven. (E—_'mcle von

OP&“"e'B

AOls in een ‘mSew\k\w'e\c\ programma voriobelen
duidelgk 9r°eP5QQ°"522 by elkaar horen, kamt
een overeenkom's‘-f) groepsgewd ze declarclie de
overzi:h\e\&k\r)eic\ van de %e s\‘ Sorns 4e.n Soede.
CE'mde VG Opmerkin3.>

Vooraan de declaralie(s) srack qﬂ'scl de openings-
hmk ”“-_._ De b:"j\'n\norenée s\ui}'nrrjahm\r "g\"gee@

con 1o} welk Pun} van de text de belekenis von ioe-
Poss‘mj is die door de dec\arahe aon de Se‘m\-m-
duceerde nwamen 1S ¥o$e\<en¢. O}o deze wize ke-
3rens\- het ha\wenpaqr " en " in de text de
r-e‘tkwsc\h (= ScoPe) van de naamgeving.

W5 hebben hierkboven Fwee specieca&-‘uea gege-
ven | eenbe voor "skirh N een e'e'n-d':men‘.,iowa\e., en
aenbe voor "s\ﬁ':" i een driedimensionale joestands-
ruimbe . OF de2e wize Zouden wt “S\‘HP” even Vaak
kunnen deﬂnieren als Wi '}oes\-onc\sruim}en in\m-
duceren. Omdal da} veel 4e eentonia 2ow worden
o.ch}em WS hS\ﬂPh N e\\«e +oes\-0n§smim}e Se-
degnieerd: "s\-ri‘:' s n hel vervela de universele
noam van de \—\qnde\m& die nieks aon de }oestand
Veranc\er\‘ s onaeo.c\n-} we“vte '\‘oes"‘ﬂﬁdsru'lmk voor

het Vqs¥\e33eﬂ van de toestand Sebruik\- wordb.

Opmer\nnq, OP he‘: oce \_\x‘ "S\\“;P” nie\- 20 vr"e.-
selgk huﬁis.\nlg zullen \o?;er‘ zien, dat "skip”
ongeveer nelr 2o nuH‘B is als het c"Fer Q in het
Pos‘.)ie'}c\slfe\se\. (E'mc\e van Opmer:?tmﬂ,)
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Verdere Voof\bee\ae«n voan @Anc\‘nnne\e_ s\oeci?ica-

Yies 2gn
it X, int
{X:X N ';j’-Y}
; Swap0
{X=Y N 5=X3
A
en
\[ X,y 'm}
{X:Y AN ‘3= X‘S
; SmP‘I
{X:X VAN \3=Y3
il

C)Egowe. . Tocm aan dat de g)unc.\'ionele. spec'ug-)u‘cu-
lies van swopld resp. swapl equivalent on.
P 3 Pto“q 9

CBinde vom Opsove-.)

“Proaramma's SwaFO en Swap‘l hebber, de eigen-
schap dal uil de kenmnis von de eynd}oestond q@se.—
leid kan worden wal de becintoestond is 3ewees\‘.
s bv. na a?\oop van de wh voerms Voan swo.p‘\
de 3Jcestand door x=Z A 3:3 323&1@1\ 1S, Con-
cluderen we da) in de beamntoestond xz3 A Y=12
heaﬁ eeao\c\eh. e dru\c\mn di" U\,i\' dour }e 'leesen
da} de u.i\'voermg van swapl oeen in{’ormahe
verniehigh, zulks in )reaems}-e\ ing fok ov. de volgende

Prosrqmme'$ Copy  en euclid

“-. X,b: int
{x=X}

> SOPY
{X:—.X A E):XS

2l
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Q\S CQP‘j e‘nd'is)l' 'me\- x=5 A (3:.5 \Kuwvne-n we
wel concluderen dat QQnVQn\(E\S\t x=5 \nee@- ge-
Salden. Over de aanvangswaarde Von v —die
\mmers hniet in de Bea]n conditie senoemd wordk—
kunnen we niets cencluderen; de waorde van

9 kan oaan het begin dus alles Sewees} 2gn.

\[ x.:j-. in}

{x:X JAN 3=Y AN x>0 A 3>°3
‘,e.uclld.

‘[X:b A X:%d(X,Y)}
A

waearin "Sad" staat voor "Sroo}s}e gemene deler
van”., fAls  eudlid einclia} wmet x=5 A \d=s ,
kan de begm']-oes\ancl niet alles -=20on 5ewees¥'

— %=40 A Ys70 is bv. ui}aes\aeh-—- moar er
yn wel vele moaekgk\aeden . We hadden ke\-u\?de

programmo. euc\id ook als valgt mogen specifi-

ceren:

\L X, int
{ X= %d(x.j) A x>0 N y4>0}%
M euclid.

]l{ x= X A 5=X§
InsPeche van de eindtoestand \e35- wel de waarde

von X vast <~bv. 65— wmaar vour ogegeven
waarde vam X \nee@- de \Desu‘n condilie R Sez'-e'h
als verge\g\‘mj in de twee anbekenden X en u ,

ve}e oF\ossinﬁen. (@YW eu.c:\icl VerniE\-ig} elus in-
@:rma\‘ie.

Opmerking. Men realisere 2ich dot een on\'}uis\'e ?unc-
Monele Speci?icc.}'ie het onmose\:’j\«e kan vergen, zo-
ols n de volgende or:)uis\e sFeciF"icq}'.e voor roob
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W_ % 'ln\'
{x=X}

3 root
{x=VX}

i '

Als 'Qanv'&nkels\( x=43 | dar is voor K243 neh-
es aan de beg:ncondi¥ie voldaan moor met die waoar-
de van X kon de eindcondilie met ogehele (1) x
niet worden \oevrediaé.! CEn sgor‘rsela wonneer
Qaﬂvan\(eka\« X negahe? Z2ou 157\.) Korlerm: de
beoincondilie als boven is te 2wak en moet ver-
sterkt worden mel de nevemeis dat x  een qua-
draat is, lndien ~zoals hier en meestal- de cind-
}oestand uniek door de be.ain }oestand be]oo.a\cl is,
s hel bencemern van de waarden in de eindloe-
stand als rese\ de ma\<¥el5\<s\e vanier orm di}b
-}e Onclervansen:

l[ X: int
‘{ X= )(‘:L A X 303
; root
{_X: XS
:n . (Emde VGn OPmer‘}(ins.)

’Proqrqmma.'s en }'\un OE)Douu.o

1 hel VOOfQ?&G.QnAe hebhen w§ gedien da} het
de \oec\oe\ins von een bere\ceninﬁ is een Yoestonds-

verqr\éerina }e beooer\xs\-e\\isen 20&\5 die in een
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-Punc}ione\e s;:ecipicahe S chs\:ae\esd.. Doordat zo'n Vunc—

hone\e sFec]F‘ncc\\-ie q\s rege) een o.an\'a\ onﬁes ec‘.?iceerée

%ﬁf‘ﬂme'\er‘s bevca}- —in onze vo::r\oee\c\en mer X, Y QF
aangeduid — besc\nr“f{ 4 unclionele g c‘n(-’ica\"ne als
\ 9 \ Y i

regel een grote ¥esse voan doestandsveranderingen.

Het programma dient aan Ye oven hoe deze loestands-

uero\nder;naen bewer\xs}e“iaci c\ienen )re woréen.

VOOI‘ een ‘Cﬂfel"\**’e k\asse “023\'0!145\!81‘0.'06?1"1?\3@?\
Ran dit in @en en\«e\e stor: de bej'm"oesxané wordt
dan direct n de eincﬁoesLmA overgevoem\._ 2ulke
berekeninogn duren heel \<or¥-; 25 CeresFonc\eren
mer de eouwsknen waaruit wiy gecom]o\iceerc\e
)oroq:“qmmc\‘s kunnen o,obqumen,die to} \o.nse.re
bere eningen aan\eic\ina kunnen ogven. %:\umnc\e
zc:h \angere bem\tenih ‘worc\sf de \'o.\e s\nnc\s-
veranderi bewerkstelliad door de oFeenvo\S‘m
van cen (evendueel sroo?) cartal "\eine verande-
rinkies . dwz. die veranderincen die n @@n S}O\P di-

ﬁ;c\'ueercl.. "De overeen-
Yomshiae \oouuos\-enen waarui} het programma s

bt acher, "msmiomenent lolcaments”

O)ose ot I1e€™N GSSmaen sTaiemen en
de vobenée seche behandell hoe qss'\&nmen\‘
S\Pc.)emen\-s n een Prosramma worden e.'no)reeré
en we.\\ce -}oes\-cmc\swroméer‘mgen me} eike GS‘SiSn-
m@n; S"O}E’men* ovexeen\(omen.

>

hal
yec \'\'unhen wgrc\en See e

—\_erz“!ac\e. \AIB Yﬂa\<en ‘)‘wee\ec\is 8e¥.>ru.'|\-< van Gns
?ormo\isme voor g-)uﬁc\-‘lone\e sPeciFim\ie. ’5’5

euc\id was de Qunc}ione\e S“oec'n?ico.\'ie Sedach} Q\s
de ?ormu\erins Voarm e2rn \Fr'o r‘qmmeerc]:’ ove, ’55
ski werd de Func\-ione\e srxc‘.?}ca)’;e Se\om':\«} ;er
de 'm‘-he VOn eewn \oou.uos)reeh die o\e Pro AN AT

}ef" beSCk)\ﬂ\(}na S}OQ\'. '.'_DA- \QQ}'S}-Q se\gm.\‘ —lu\\en
WS ook vo\ﬁen b-fj de ‘ntroducke van de ASSiyN-
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ment statement. ( Einde van —Tertac\e.d

’& assign men* S}o}em en"
s

3esc\\ouuo de ?unchcme\e. sFec‘u—ficojies Von c)e. VO\-
genc\e ‘Prosro«mmo‘s —dle we wit 3e\ore\< GATs Pom-
Jasie S0, S1, S52,... zullen noemen— .
“:X,D‘- "mll' {X:O | AN Y:b}; SO {X: x A Y=D}> ]\
Ux,y: ink {X=88 f\\’::jjs; S1{X%=x A Y:b}s}\
\[x,az \h‘-‘[x-_-,)(-\"!; AN Y:b}; S2 {X:X N Y:DS-'“
Dx e ik {X=7%y AYayds S3 {X=x A Y=yl
\{x,:j;in\-{X=‘\0 * (X-j) AN Y:bg; S4 {X:X /\Y=b}3\
Opmerking. Pet was op z‘\c\-\zel? eenvoundioer ge-

weest om voor S0 le Specijiceren

o,y ink 1¥=2y3; S0 § x=0 A 3:.Yh\
Oo\x deze s?eci?ica\"ue dm\«\‘ hebes ui‘} c\o} no q?.

\oo]o von ge ui\-voer&nﬁ van S0 de waarde van

x (cmseoc\'\" CAPN Y Qanvaﬂﬁswmrc\e: X  komt
in de beg‘m conc‘\%ie TMrmers n‘neX' voor‘\ =0 s
en de waarde van onveranderd s 3@.\:\even.
(6& na, der de ?unc?iohe\e s}aec'.j;c.o.\ie von oA
OP Soor\-ge\g\se wBZQ VEy 22 NVOLA '15-3 20w kunnen
worden. ) \/\}5 hebhben in het \ovenstaonde \Bsbe

deze ve.reen\rouéia‘mg) yme.)l one\' nie\' dcor‘ae-
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voerc\ om de ?Mﬁc)‘iOﬂe}e sFe,c'.?sca}‘ues ?_ovee\ ync.&e—

\5\« ie \O.)ien overeen s)remme-n. ( Einde von C}Pmer\ﬂnﬁ)

’Boven fjeﬁe"e“ unchcme\a 5?*2('\?3Cc}ies vo\aen

allemaa) He\-zd?de Po.)rroon, nl.
\[x,b: 'n"l\' {X: E AY:bi‘,Sé {X:X AY:':)‘S-B\
met voor E res?ec\-'ra.re\s\c o, 8 x4y

? *:j , 410 *(X-j) - Crn me)' VOor S de

82.\40‘22.?\ GQRn —

Onze Pm r‘o.mmo.-ncﬁo\'ie \o‘iec“' c\Q ™o e_\"\:..
heid z2ulke ?rc rammo's Ye noleren , en %ue\\j als

VO\&*‘ me!- be\m]o V O 23. ”c\ssignmen% s\~a"remen}s"

voor S0 : X := 0

voor S ! X = 88

voor 92 Rz X+3

voar 53 X= F %Yy

vour S4 . x:= 10 #CX—:))

(S\oree\( de 28, assiSnmen‘} oPe::o.\or “i=" wib a\s

"wordh” . dus “x wordt nul”, “X wordl odhten-
-}ac\q}ia" R “ X wordd x P\us drie ", " % wordl zeven

waal er X% wordl lien maal haake open X min
:j haa%e dic\ﬁ\' ”.) d
Het Pos)u\o\u)r von de ossa\snmen¥ kehelst da}

Vv oor ?-“4& -\roe\cxaﬂoare efoESSie 1= he} Fﬂal‘am-
e "x.= & ” de Fumc)-ione\e sPeciFico.\"ae

Dy b X=B AV=y3; x= B {X=x N Y=y33)

bevrediatr. Voor X Mmoo e\ke sedec\o.reerée
Vo.rio\\ose worden 3&\(02&71; \)e\' \Oos\‘u\mx‘ VG dQ
655331'\17)27\" behelst dus evenzeer do} voor elke .\
Yoe\aathare expressie E el programma "U::E
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de funchionele specificatie
IUx,y:ink {X=x AY2E}; 4= B {X=x AY=y3l
bevredigh  Er hadden ook nog meer variabelen oede-

lareerd mogen wgn; het Pos)u\ac«} van de assian-
men"‘ be\ne\s'} clom eveémaeer dq\‘ voor e“«e. ‘}oe\o.a‘)'bam
exPressie E \ne\ Proarammo.. ")(-.=E“de ?unc}-io-
ne\e sPecifico}ie

“: x,v,'z:‘m\-
{X=E A Yay A Z=2§
; X'.:-.E

{X:X /\Y:tj AZ:ZS
1l

Bevredi:j]-.

‘Ih het \;ovens‘)oanée S een poor \(eer 2ender
nadere defnilie over “toeloatbare ex?res?esﬂae—
S)orO\(en. e noocizo.\(e\SLe ao.nvu.“ir\j WG} e ex-
pressies  wj als "Yoelootbaar’ zulen beschouwen
wordt evenwel nagq even ui\‘se.s)le\ck- Voor hel vol-
3encie, e het voldoende Je weten dot de O20even
Vwrbeelden VGn"n expresSies op 1oa}sem,wcmr- de
declarabie ” X,4,2: in} " vigeerr, YoelootHsaar 2o
Wi w‘t\\o.n ee.r:s\‘ aan €€n voor\oee\d \oA‘en zién hoe
hel \oos\—u\aa} van de c\ssiahmen} %e\om}\«}' word}
om over een sPeci?.e\m assignm en statem en},
by, X:=X+3 | sFec‘m\ere u.i’rsy:rou\e.v\ te doen,\:v.
onder welke beainconditiec na uﬂoo %Yy
Se\d}-. Voor de duic\e\g\—f\neic\ zullen we dit pro-
Bleewn beschouwen n de Yoestandsruivmle door
*'x,b,z-. n}” beschreven: =2 S\‘0.0A don Vvoor
“de overige variabelen .

Door in onze lqo.\‘s‘e vorm vown \MJ‘ \oas\‘u\cm]'
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van de QSSiSnmen‘\ vVoor E cle '}'OQ\QQ\'erQ exPres-
sie X+3 ‘e Subs}}\ueren , Vinden we

I XU, 2 ink

{X: X+3 AY:vf\z:'Z.}
; X o= X4 3

{X:-X N Y:a /\ -Z:ZE

) ,
een ui’rs]oraa\‘ die geldig is voor alle X, Y en 2,
n het \oszcmdex voor alle XY em Z die voldoen
aon X>,Y Te '\oe,rosslrlcj Yok die Sevo.\\en \oePer-
kend . Jeiden we a?

]{ X,a,‘z: int
{X:-_X-N-B /\Y:b N Z2==2 /\ X%Y}
3y Xi= X4+3

{X:X N Xz /\ Z=2 /\ XBY&
) o
De Beldi‘a\meid vawn de einacond‘u\'ie '\mp\iceer\- X2y,
2odaot  de u.‘:}sprc;a\t
‘[ )‘,tj,‘Z'. 'm}
{X< x43 A Yay A 2:2 A X3Y3

= X¥3D

I{xzui

-
>

]
voor aMe X, Y en 2 qe\cl’r, Door \ners-:hrbvina

voan de beg‘mcondi'}ie re\c\ken we deze\Pc\e LM~

dusie voor

][ X,4, 2 in}

IX=x33 AYay A Zaz N 33 ;33
5 X=X+ 3

{x3y4§

bl
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Owmdalt

() deze laalste ui}s‘zraa\( Se\c:“' voor alle X.Y en Z

(D R ,.Y em 2 oleen voorkomen n hel \oesmsh-&
van de \be\smc_ondi\‘ie.

X=x+3 A Yay N Z2=2

en dit \oa.:.gmsb\:, beschouwd als verae\g\cins W
de onbekenden X .Y en Z ., voor alle waarden
VG >, tj en 2 GF\QS\DGQF is

Yunnen we X,Y en 2 eliminerev door dal \oe&'m..
stuk e \G}‘Cn vervalen. \!\IC. V‘\hC\eh.dGn

‘E X, 4,20 int
1 x+3;33
3 X:=%X+3
{ ><333
A

Ih woorden: de Q.anvaﬂ\':e.\g\ce 8e\dis}1eic\ VvV an
SEER Veroor\oo@ de conclusie da} na o oop
van de u.i|'voer‘m3 van de assianmem} s\n¥emen¥
X:= X+3 de be‘}re\c\cma X2y ae\d\‘. (Deze con-
clusie s duidel\gk zwakker dan war we al wis-
den: daol de w.)rvoerma von Xz X+3 de woarden
von qaen 2  onverlel laal . wordt er niet wmeer

w

i uitgedrukt )

—Ln %el- voora.%ao.nde wWGs X+3 egn }nee.\ S‘oecia\e
keuze voeor de rechterkant van de assionment

shalement . ﬂnq\oos hadden we voor elke Yoelaor-
bare express;e E u\.'.\- he“ Pos\-u\qc\}' Vvon de
ass‘.&nmen}- kunnen apesden

)L X.y,2: mt { EBS};X:: E {xabgj\
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Ook de keuze van de eindcondile X%y was
wz\\e\<2ur-i3. Hadden WYy als eindconditie lov. |
Z . (}"ar-;) £ (\d-rs)‘ x 8€\<Q‘zen, clom \-.adc\en WB

o{-’ae\ei&

\t X,\d,‘?..'. int

{2z (E+1) S (3+3) . B}
; Xo= B

1z (x+1) < (3%-3)- x3%
1 .

He\' o\jeme;ne. ‘Pa;v‘ocm om Voor de sti&nmen}
sha} e ent x:= B en Oegeven eindcondibie K de
bg\oe}uorencie \be&incondi\".e Ye wvinden s \o\gk\amr
da} we n R voor X de expressie & -~29 ncAB
Jussen haokies - subshlueren. Het s 3e\>mﬂ<c\5\<
di} subshila e resutaatl e} 'RxE oon e duiden.
Me} die conventie Xunnen we onze rege\ sawmen -
voHen als

l[ X,\j,?.‘. ink {'RES > K= E {'R‘S ]\

Opmer\cinq.’roeyossina van de reae\ op de eind condilie
‘l'R ]We:i' ons de ui\s‘araa\c

It X,4.2" int { '\'RTES; %z & {1?3]‘
We zien hierwil dal de aanvon\<e\5\<e 8e\c\i8\-\escl

Van 'RE niek alleen voldoende , Ymaay oo\‘ hodig is

o]:da)r x:= B een doestand &wer\(s\-e“is-} waarin
'’ ae\d-}. (E'mée van OFmer\cmﬁ.B
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TJoelcatbare expressies

Ee.n ‘Pmaromma 1S een homc\e\inﬁsx.rOm“Sc\\ri%r d.c.\'
door €en Qu}ovncix“nst.\ﬁe r'e\menmc\c\'\‘-ne. moet Kunnen
wOr'den ui}"cje\roer‘d. Pal be}Eker& dc." er 3een mis-
verstand over mag bestoon wakr dak \rxonde\;ngs-
VOOfSc\’\ri‘?'\' behelst. Weiniq mensen zullen no heb
vocro.?goande. er aon “'WE) e\en dat et de assign-
menjr S\‘G}lemen“

X 1= 2 % X%

bedoeld wordt dak 29n u'n‘voer'ms de woaorde van
X verdulok el | Maar over de bec\oe\in3 v Oon

X = x/2«6

2gn Cals e hel wmaar aan genoeq mensen vrao,sﬂ
de meningen verdeeld. In WNederlond —woaar vo-
oens de %mc\i\ﬁe Vermenisvu\éiaing vV ooy de\h3 Sao.\»._.
20) de o?vo.“inﬁ dat

X = X/C'Z -3!6)

b@_doe\c\ wur&¥‘ we\ c;lo e\d Aoen. -Ih \Qnézn me\'
oandere Yradikies wordt evenwel de bekrekenis

Xi= (X/‘?_) * 6

Verono\ers}e\d. “e\- [ duic\e\BL c\a\- o\i\‘ scort (:\u\:%
be\?.innla)t!eclen door sc\')er]oe. de@ni]’iea L&i}'sebckhne‘n
dient te worden.

\-\e\- uui'}\oanne'n vV an c\i} SOQA du\a\:e\zmnis\we-
den bren3¥ onve;*mgcie\g\s mer zich mee da} even
scherp gedelinieerd wordt van welke exyressies
de be\-eéems ondubbelzinni vastliat. Hel s
deze de mi\-ie., waarmee di \'mo‘?dsa,\\t 2ich \oe.z'.s-
houdk. En Passm* zullen wg het wsds}ver\:reié
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@rma\isme infroduceren dol veor het geven van
derse\g\ce deg)mi}\es in Sebm‘u\'t s, nl. BNF (=
RBackus- Nawr-Form , 2o Senoemc\ noor _john Bockus
en Ferer Nauwr ; BNF \neeP 25n bekendheid oe-
9 )
kreaen door de wize waaroe hek ebruikr 15 n
\ne\- bemEmde ”QLQOL 60 (Repor}" O \‘)Q‘h. ‘\960 3

Zowa}l de %mvoudiss}e }oelootbare expressie is
het na}uur\g\(e Se\'c\. \'Jf-j zullen nu BNF ge\oru':-
ken om Je deenieren hoe noqur\’b&Q elollen er
op papier witzien. En omdal de notatie voar na-
-}uur\a\ce Se\a\\en wit cg?ers is qpag\ooumc\,-z.u\-
Yen we eerst de?inaeren welke vexsc\\aningsvormcn
er voor cS@rs TGn. Trn BNF wordt Qi) oRoRven
door de 2. s\jn\'oxre‘ac\ "

<cgfer> == 0]1)213}4)5]6]7)8)09)

Links van het Yeken “:z” ~— wit }e s?re\ce-n als ’ s

de?‘.n‘.eercl ols "~ staa} de naam van de s‘:jn‘mc—
}ische eenheid die Se.deg)inieerc\ word}t , aep\ aalst hus
sen hoe\ﬂge haokies, vechts van het Yeken "uz="sloan
de vers::.\'tsmngsvormen van de s«dn\-ac )'FSC\'at een\ne‘.d,
Onc\erli rB Sesc\neiéen door een Ver\"\caa\ : s\-ree"::)e "\'
—wit Je s?m\cen als "o?".__. De r!se.\ vertell ons,
welke 10 karoklers c&?ers Wyn  en . bovendien, do¥
ols WS \q‘er in een S n\'ac‘*‘ns&n Grmale <c5€cr>
‘reﬁen\(omem, di} voor ek van deze 10 karakters
\‘Ean S\‘GGY\ .

OPMQACinq. De vo\\gorée, woarin de o.“-erno\}'neve Ver-
d —
schgningsvermen n een s nraxreoe)l worden opge-

somd, doet niel Yer zake. \We hadden de san\mc-
lische eenheid CS?&'— e.verngoec\ Jdoor

<cgfers w= 8] 8] 7)6)5]4]3]12)1)0
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‘{unneﬂ O\e?\meren. (E'\néi Vawn O\Ome'rk'mg.>

Nu hebben we het ereeésc\wqp om -als we da}
zouwden willen— 4e definieren welke quq\<¥er\-5zn

bhehoren Yot de Sﬁn}-ac\-iSc\we eenheid "se}a\ onder
de duwizend .

<5e}a\ onder de duizend >
i <cSFer>
\ <c5f’er> <c5€er>
| <cgfer> <cgfers <cglers

’.Bovens\-oonée C\QE‘H’Y\"IQ ver\e\\- ons, dg} een 8@..
ol onder de duizend drie alternatieve Vefsc\'lgn\ﬂss—
vormen \nee(—’h een enkel nger., Ywee cs?ers adn-
‘er ekaar o? cen ‘55?' von drie c5€ers. Om
013 dee monier de VerScMSninﬁstrhsen von "39.\'0.\
onder de mi\\iorc{ y OP —}e s:\raven wc:rcu' gen nore
sc\nrgﬂes, om QTD deze manier de verschi ninssvor-
men van een no.‘ruur\BM Se\n\ op e 53'11'5\/2'\ \S
onbegonnen werk. Tn DBNF  wordt de stjn\-om_-.
Yische eenheid na\-uur\s\« Se\-a\ geopven door

< no.lruur\‘tjk e\-ou\ >
= < CS?C!‘)
\ < cgfer> < ho}uur\:ﬂ\t Se\-o\ >

Dil is cen 29 “recursieve c\e@ni}ie": de Sanhm-
Yische eenhreid die Sede?'m':eerc\ word} . Ycom} voor
1} 25n eigen de ini he Cn\. in het 72de Q\\erna\ie )\

e eers\'e. con?ro-n-\a\"\e me} een recursieve deli-
nitie \roe?} Sewocm\"\« emSe nuiverin Qvfr. men
raoet onwillekeurig Ren\(en con de slomo die
Zich \3’3 Z%h eiaen sVaart beain} oy e QPen Yok

dat er niels meer over is. odat de eers\'e hui-
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vering s _overwonnen leert men evenwel de rvecur-
sieve de?‘mﬂie waarderen: =Zonder dob Zouden Wi
nl. me\' in s\'ca\' ZE)n een c_.t)n\-ac}isc\ne een\nesc\
me}l eewn on\oegrensc\ aanto) versc\namnssvormen
‘e dedinieren.

ONs we er even over noadenken is bovenshaande
de?‘:r\\he Vo (de sunfox VQ“B no\'u.ur\"\« Se\'c\\
don\«z-:"j de Ono\nwez\\ghe'\c\ van he} Aske Qaemo&ie?
niet 2o 9rie.‘2e_\'|3 o.\s \15 er op \')e\' eers*e Se‘zic\ﬁ-
misschien witziet. ’I)an\«zs de de?\mhe von ¢
Cer See@ hel Aste G\\rerno.\rie{ ons A0 ver5c\15-
ningsvormen van een ha\ruur\s Se\-a\ (en doaor-
mee is hel Aste Q\}l'erha\'ie? ols he} ware "uix'ae.-
pu\-"). Me} deze A0 VGTSC\'\Bn\hasVOFmen als mo -
3‘?‘\8\‘ subshtuut voor < na}uur\g\« ge}ﬂ\> n
hety Rde G\xerno.\'\eg \evert da}l 100 nieuwe ver-
sc 5n'm53\mrmen., me} die 100 als mose\gk Sub-
shifaul 'n hel 2de q\l,erna\\e? \vn-i:)sen we 1000
niewwe verSc\"anmﬁsVormen s e\-c., ey, .

O;pmerking . De San\'a'x rese\

< nq\uur\:cjk ge\os\ >

= < cgier>
! € na uur\5\< Se\ro\> <c5@ar>

s equ‘.va\eﬂ rne} de eerder %eaeveme. Beide d.e—
?ime,rer\ de Ver?.Oume.\ina ein 'tse, hie‘r-\ese \:'Sen

cSVers\ <Ei'nc\e van O?mer\('\ng.)

Qho.\ooa aon onze de?‘mi\‘se VO C.S?er degni-

erery we

< leMer> = alb\c\d\e\?\a\h\i\t‘)\\c\\\m\
nlolplal rls|¥julviw]xlyl=)
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AIBICIDLELF|GIHITIJIRILI M
NIOIPIQIRISITIUI VW XIX) 2
Opmerkin&, Hiermee s Sec\eﬁmeerd dq\' we ons

A s
zullen bedienen vawn een o\\o\-\o\\oe\' van B2 ver-

schillende \caraklers. Leter op:

dal hel c*@er 0 en de leNers o en O wverschil-
lende \<0ro%«3rer.s 2gn;,

-

dat hey cubter 1 en de ledters | en T verschil-
\ende \(am{

S ‘2.8&-\ 5

da} het cg?ef— 3 en de lelrer g verschillende ko-

raktecs 2gn.

Lel er voorts op —~ de \Jo\gorde von de aller-
ﬂa\"xQ.VQn N €€en san\-oxre e\ \nee?’r ymmers Seen
betekenis — dal de 52 Jelrers nied Iwee aon
Ywee oan ekaar 25N —}oesevo d, en dao} daarom
de \eHerr" ”QO.P " Yne\' de \§€rr5en ”ﬁapn o%)
“apv” n}as e moaken \neeﬁ. CBinde von Opmer-
kms.)

Tn onze Voor\oee\dJQs hebben w3 29, \ okale
Vvaricbelen 9&1n\mduceerc\,bv- door de dediarakie

Koy, 2 wh

>

en Passanl- hun “namen” Cn\. X, Yesp. z) in-
voerend.. <o 3c>ecl ols we de versc\nbnin S Vor-
men von eer ho&uu&r\g\-( 92\'0\\ heb\oen Sede-

?‘m\eerd, Qqoen we nu die Vown eerm mnaowm deli-
nieren.

O‘Pme"\*'mc\. Tn de Enge\se li\-era\ruur 's de S\'On.-

d.O:C\rd"erma VOOr naowm o ’ '\den\‘\?\er". \A]S ‘L\A“Qn
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voor ramen de S nFox vVon QLQOL 60 iden\i():ers
aanhouden. (Emge Vo O\:mer\('ma.)

<nNnacm > 'z < \2“’&')
| < naam> <letiers
| < naoam> <C5?ﬁr>

Oggowe. ga ro, dat er 1954888 verschillende namen
van % Yaraklers bestaan. (E‘mc\q von O}obowe.)

Nu 2gn we Yoo aan de deﬁnﬁie von de syntax
van expressies die Yoelactboar zGn. We be?erken ons
wm dit stadium tot de sSn}-o.c-h,Sc.\ne eenheid Se.no.amol
”inxe‘ser exPreSS'ne"; de = ntax \oesc\nraﬁ- hoe 'm‘eaer
expressies worden opsiouwd wit
— Nnomen ewn nc&u.ur\a\ce Se\‘q\\en
— addilieve oFero}oren
— mu\\-i‘olicaheve oFera§~oren

—  h o\o;\q;)es paren

O?merkiria. Met o‘:zd beper-ken we ons in dit sha-
diumm ot een bescheiden s‘bn\nx voor ih\'ese.r ex-
‘oressies. “’5 20} loler n08 wel '\e\‘s worden u'.\'se-
breid. (Einde van OPmer\ﬂns.B

< 'm)teser express'ae P
= < intterm>
| < addop> < intterm>
| < integer expressies < addop> < intterm>

Bovenstaande sbn¥axrese\ verlelt ons dol een
in’reger expressie @en ru IS Waoarin exemp\amn von
de Sbna'ac\'iSc\'le een\neid Qd&OP e exemp\nren van
de stjn*mhsc'he eenheid interm clhaar Q&’wisse\en
en die e-inc\is\' op €2n (exm‘:]nar' van de sb’n“ac-.
Yische eemheid ) intterm . Nu moeten we alleen
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nog vertellen hoe een Qddop enr een  intlerm er
wt kunnen zien. Voor de eerste s dot een voudi-

opr dom voor de Fweede .
<addop> =+ \—-

< i'n'H‘Qrm)
= < in-\-F&c%or)
\ < in¥term > < mu\*op> < ‘\h*?&&bf)

"De de{)inﬂ‘re VG oc\do\o 5 hiermee. vo\\'ooic\: een
P\us)re\cc-n o? een m‘mlfe\ﬂen . De Vo\genc\e san}oxre-
je\ verYell ong dol cen intlerm heslaal wil een

meer @xemplaren Van de sgn‘-ac\mc\ne eenheid
in’r?ador . oncier\ina escheiden door een exem-
‘o\ao\r vor de S:jn-\-ac. ische ee,n\neic\ \mu“-op .
En N moe*er\ we Q\\een noa OO Verx'e\\en \'\oe 2en
multop  en een ‘m*?ac.\'or er wl kunnen zZien;
weer is di} voor de eerste eenvoudiger dom voor

de Yweede.
<multep> u= x | /| div)| med

< '\h*F"&c\nr)
= <na¥u.ur\5\< 8e\-a\>

\ < haam>
| (< 'nﬂeaer expressie >)

E'n hiermee 1S o©nze sbn\-o..c\ris:\we de 'm‘-}ic Van
de “n¥e3er expressie voltoaoid. . \:\ls zullen een
voorbeeld ontleden en aomieomen dat

—ab - X med 3 + 8*(5+4)
een 'm’reser ex?re.sﬁu'\e 5.

DiF 8e\c3} op 3rcmc$\ von

(0) -obh-X med 3 s een.inkser expressie
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(-\) + S een oddop (eu'uchn})
@) 8*(31-‘1) s een  in}term

Ui}syuraa\f (o) Se\d\‘ op 3ronc§ vV an
(0.0) —~ob  is een in\eser express‘ne
(0.4 — s een oc\do‘a (evic\en’r)
(0.2) x mod 3 is een inkterm

Ui‘rsFraa\( (0.0) se\c“ op Srond vV on
(00.0) — iscen addop Ceviden})
(0.0.1) ob s een interm

Ui"spraa\« (0.04) ge\d} o rond von
(0.0.1.0) ab is een 'm}Pocxor 3

Ui\‘sprm\& (0.0.1.0) Se.\c\‘r op Srond von

(0.0.4.00) ob is cen TnNaom

Ui\'Spro.c\\x (0.0.‘\.0.0) Sg\a-’; op Srcmd von
(0.04.000) o s een noawm
(0.0.4.0.04) b is ecen lelrer Cevident)

Ui\'sPraa\t (0.01.0.0.0) se\cl\' op Srcmd von
(0.04.0.0.0.0) o is een leHer (eviden}t)

H'lermee s u'.]'spma\-t (0.0) ‘oewe2en-, (o) is

evident en (02) Se\c“' op Sroncl vom
(O.'Z.O) X s een ntterm

(0.2.4) mod 15 een mu\}op (evideﬂ'})
(022> 3 is een intfactor

Ui}spma\( (02.0) Se\d\- op grond van
(02.00) X is een \vﬂ-{?ac}or

Ui\'spruo.\t (02.0.0) 53\&" op Smné v on
(62.0.00) X is een naom

Ui\'S‘:ma\& (0.‘2.0-0.0) Se\d} op Srond von
(02.00.0.0) X s een \etrer Ceviden})
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U'n\-s?m\o& (0.7..0) is hierwmee \oewe:ze-n_; (0.9--'\)

18 euic\erﬁ‘ en CO-‘Z.'Z) 8e\c\} o Brond v O
(O_Q.Q.O) 2 s een ha\uur\\"j\( Se\'c\

Ui}sPraa\( (0.2.2.0) aeldt op arcmc\ von
(0.’2,2.0.0) A s een C\L’??Qr (ev\éerﬁr)

\-\'\ermea S (O,’Z"l),ev\ dooarmee CC).’).) v

doarmee (0) ‘oewezen; (1) is evident en het
beuBS von (’2) ward} can de \e‘zer overse\o.\en.

We suggereren niet dod ‘n5 een Mnet zo \oreeds?ra-
kig bew3s levert als wg voor (0) geleverd hebhen,
maar wel da} hg 2ich ek Qppe\ op de ?orme\e, 3yn-
Yax realiseert. WG hebben de ontleding in zulke
Y\eme s\-o.a)es laten 2ien o]oc\oﬂ, Jen eersie, de | e2er
Zich \(G.n Voofs-‘:e“en, dOA' clux‘ door een auwlomeal \(o.n
Sesc\'iiec\en, ern , en v}weecle.. de \8261‘ O\Flarec‘:eer\' c\o)r
een orme\e def()‘mahe vVan de Sf_.)n’rc.\x hiervoor onon\‘-
bezrlg\-: 1S, (OMwi\r\m\ma en eerste imp\emenh}ie van
FORTRAN in het midden van de So-er Jjaren hebben

100 ¥eer zoveel wmaniaar ever\sd als de
in A960. De

wmeer dan
cerste '|mp\emen§'o\\-ie van RLGOL 6o

Ywee ?ro‘lecxen verschilden ognoeq om met de inter-
Pre\-o){ae van die gac\or AQ0 ‘woA‘ Voorzic\n\-is e 2yny
anderzgds waren 2e scorfoelgk genceq om deze
?ac)'or order ondere Ye willen verklaren door de

omsrandighed do} van FORTRAN elke ?crme\e
de?:ni}‘le on)‘\omk.)

WS Ves“‘laen er \zoor\'s de Qcmcla.c\\\- op c\q\‘ one
sbn\-o.x van 'wﬂ'eaer expressies C)(F\icie\- %:.»\‘ u\\dm\«-
k‘mg bren?‘} deat Qd&Xieve oPera)rorew zg. "Vinks-

QSSOC'JQ}'IQ " zun, dwz. c\o} bv. een inlte.ser exT.)re's'sie.
a\s -G - b + C s\ech\'s q\s in}eser ex\ore-ssie

ge\d} in de on‘ned‘mg
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((-~a)-b) x+ ¢
en dat ‘m‘rerpre}ahes Zools
C-a)-(bsc) en - (a-Co+rc))

derhalve niet 2y '\-oeses\-aom. Pe sbn\-ox voor inYe-
er expressies doet dus wneer down olleen wmaar de-
?m‘neren welke s mboo\rS‘an als inlreser expressies
gelden: hg Seeﬁj ook con hoe de expressie yoet
worden e)e,\nlremf;rdeerd, dwz. welke comslonlen
en welke Yussenresultolen de ope.ronden van welke

oFerok:ren dienen Je 2gn wanneer de expressie
wordl Yerekend.

Og%cwe. tel vast waarem 2k +14 niel een
s:jn—\-achsc\-. correche ‘m'}eser expressie is. ( Einde
van Opscwe)

Ogmer\t‘\ng. Ook de multiplicatieve opero}oren
Zon Vinks- QSSO':\G%&? Sede%n\eerd , en de vermenig-
Vu\c\ia'ms S geen Pr':oﬂ"eﬂ \oove.'n cie de\'ms ee.-
even m/‘Z* \‘\ 15 dus een q?\(or\-ina vV an
m/‘z)*\., en \r_\_'i_t‘i_\f'\fah m/(Q*\\3 . RAls daot
lookste bedoeld s, ynogen de \f\ao\\c\'}es dus niet
wa.age\a%en worden. Hel oduies mel haqk‘es\ooren
niet e kor‘ua ‘e ZSn e\d\' ec\}er vee\ o.semener:
over welke zonder beYe en'.sveromc\er'ms Yunnen
worden wesae\o:\en ontbreekt vaok de cemsensus.

(tinde van Op mer\&‘;n&.)

Rest ons slechls de opem\or&n e de?inleren. Van
de addibeve operaloren vermelden we slechls dal, in-
dien 2ze als binaire operatoren voorkowen, met +
de o]o-‘e“.inj en mel ~ de &-?‘]mk‘tinj wordl oange-
ogven, en dot, indien 2e als unaire oFem)or voorko-
men —dwz. als eerste symbool van een in}eaer exypres-
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sie— de + geen eﬂza\ \we@ ern de — Yekenwisse-
\ins aan (—‘.Q?}. We verxrbuwen er \'1'\2.\" op dQ“C\@.
\ezer weg, wo.l- me\- QP)('Q“ins, Q?He\(\(ins ern -\e\wn.
wisse\\ng bedoeld 1s. We spreiden cen 2e\fde ver-
} rouwen ‘en oGnzien Van de vermemavu\&lair\& len
Yoon . wanneer we verklaren dot mer * de verme-
h“rgvu\dia'nna Van '\wee Se%e\e Sex‘q\\ev\ WQT"A\‘ QO\ﬁ&e—

Se,ven .

Te reslerende mu\\'ip\icq\-‘ueve oFerq\orfw, /,
div en mod 2gn 29, "?o.r\r'.e\e o‘;em.\-aren . Qwaz.
X/Ej 5 R ég_f ‘lj en X mod Y 25“ nie“ voor e\\<

poar Sehe\e waar den C;,_g) Sedeg‘.‘:nieeré..

Mek x/:j word} het q\.\ohen} Von X en y
aongeopven, dot wit de cord der zaok s\echls oR-
de?‘.n'\eerd s wuls Y$0 ; voorls sFre\e'n Wiy o\?
ons bS hetr aehruik van X/U e zullen beperren
‘ot die 53\-uo§‘|es , Waorin  x een 5e\wee\ O.o.'hfc.\ mo-

Jen 3 is.

Voor % div Y en X% f.".ié:j 9@.\:!\' oleen de
be?ﬁ)"\ﬂns 3:*.0'. Xc_\_‘:'\!bzz en X'r_n_c.éud:r'_,

woar de Sehe\e q en r voldoern oan

X= gty +r N\ Q0f5r< a\os(b)

Mer\( OF‘-
x mod y = X mod (-y)
Gx)div y - X div , den28 X mod Yy =0
(x+3>r£3§b= % thgtj 2
<x+33_c_\3:5=1+x§}3!3 |
En hiermee is voorlopig de besc\-\r\sv:n{ voltood

von wat wg als "Yeelaatbare expressies * hoadden

aan Se.c\ui d .
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C‘onco‘\ehw’:‘ne von s}‘ax-emen"s

VYot nog Yoe 2gn we oleen de o.as‘:snmen3r shatement
von de vorm %= & '}eaen ekomen, en de progrom-
maabes die we ;o¥ dAusver ‘%u.mne.r\ oPsc\ﬁrgve-n 2571 n

Iweesrlei c;.?z;c\n‘f erg beper\\-\-. Ten eersie b\gﬂ- de
¥c>es‘ramdsw' 'ziaina die 25 kunnen bewerks\'e“‘asen

e perkt }0? wiziging van de woarde voan een variobele
von de %esi-o-ndsru‘um¥z, 'lEh hveede is 25?\ nieawe
waarde beperkt Yot wal wi me} een Joelaathare ex-
pressie kunnen u.i}c\ru\r\-en. \JB 2u\\en nw \cﬁCn

zien, hoe de eerste \oePerkinS ondervowxsen wordt.

Overa\, waar wS en s\'a}emen)r moarn sc\-\raven,
mogen wi ook een 29 "stadement his}t” schrgven

< stotement lisk>
= <sralemen}>
| <sodement lisk> 3 < stalement>

dw2. een \35\- van A o? meer srolewents, in heb
\QO\"S}'Q Seua\ onc!er\'ma Ver‘bonc\eﬁn doof‘ de Pum"-
koo .. De vuntkommo die fussen Iwee opeen-
Vo\sencle s\-ox‘emen\'s word} 3@3c\1reven Ver\smé\' dwe
Fwee s"o\*emen\'s in die 2in do} de ui\'\roerin Van
de linker slolemen} door die van de rechter sholte-
ynent 3evobd dien} Ye worden, en dal de eind-
condilie von de linker shodement e'iden\-i?iceenci
WOrc\\' met de be&‘mconéi}'\e von de rec\n\‘er 6\’0\‘2-

ent.

Aar het einde von ons }\oo?c\s\u\-c over Qe
QSS'\athh“ atotemen} hebhen we de Q\aemene
struchuur van onze b\ﬂ‘STJ!“Q\‘en over €en enkelk

ossiahmen‘\‘ S\C\):emen} aeseven_ \A]5 \ner"\o\\en:
WL x,u,20 ink {@F 5 x:= Bo {RY
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belekent dat als voor de u.i\voerins van Xz EO val-
doan 18 aan Q@ . na Q?\OOP van de m\‘voerins
van X:=E0 de Yoestand aan R voldoel; deze
u‘n\-sPraq\c is \uist als @ 8e\5\< s aan 'R){;o 5
dwz. de candilie R woarin veor x de exPressie
E0 —zonodig tussen \ﬁao.\ises, moar dot zullen we
hu niel meer steeds herhalen— is 3esu\os¥"\ueen—1,

Mer P= Q% \S
L X, 42 ink {PY; Y= E4 {Q§ A\

evenzo een Ju‘-s‘e uil-s?ro.ok, di} maal over de aSSign-

men} starement ‘?-.zE*t . Het Pos\u\m\ over de

conc&\'enqhe \oe\wes)r do«‘r deze twee U.])‘SF!‘O\\‘E“ oe-
combineerd mogen Worden Yot

\[X,B,Z: int {?3; 5::E1{Q}; X\= to {R"Sl\

o‘?, ols we Q Q\ir;\'aneren door \'\em Ye VQT'ZwSSQn,
Yol de wat SP"QQ\‘ over W= B4 %= Eo "

Ux,u,2:ind {PY; y=B1; x:aBo {RYD

We kunnen nu ool naqaan, welke u.i\"sr:rq\wgn
we kunnen doen als we de Jwee Uk.i\'STDT"CL\{em ver-
wisselen , dwz. u\}s?m\«en van de varm

\[*"j"z-" int {’P'S', X= EO; b:zE‘\ {'RB-_“
Werkend von rech¥s noor links varmen we eerst
Q':'?g1 , en Vervo\gens Y= Q' Eo . Over het al-
gemeen s '/P#:'P' —wl als x n Es voc.;r\«om\',

o? '3 in Eo —~ . Mow. Con(‘.‘(x‘eha\‘ie Vo S\'Q\‘e-
\men}s 15 A \ne‘r a\semeen 'r_l_igl- cc:»m'mu*&)l'\e?.

Qs voorkeedld zullen we 7V a(—’lelden, opdat
de u.:\-sprac.\c
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l[ X,‘o,Z‘. ink {?3

> X-X-ra;b::x-b‘) Y= 3—5
{X"-‘X N :j=Y N ‘2:23
i
3e\d\-‘.

Om -\e \Dejimnen voeren we de. — A *wee.—- ver-

2wegen Yussencondities in:

L X,u,2: ind {P3}
3 x=x+y (@3
R {Q9}
Xz X =\

{x=X A y¥ Az=23

-
>

A

Werkend van achYeren naar vorem vinden we
door in de einc\conc\.i\-ie x-x:) voor X '}'e subﬁ'u\u-

eren

Q0O X*\_j'—?—x N 3=Y N 2= 2
PDoarin Y door X-Yy \:ervqnsencl vinden we
(VI X—<X~5)=X FAN X-j:.\( N 2= 2 .

en no vereenvoudiﬁma

DA S:X N X—%:Y AN 2= 4 .

DPaarn % vervanﬁend door X+Yy vinden we

P 3=X N <X+5)-:j =Y N 2= 2 5
en noa vereenv-oudssma

,Pi L3=X AN )('—"Y N =z= Z

Vergelgke'n we P met onze eindcondilie,
1
dan zien we dal onze ”9edu.riae Conco:}ehoﬁie'
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”x..: X+‘33 &j:: X--tj y K= ){-\3"

de waaraen von X éen L:) verwisse\\' en o.\\e. andere
variakelen ongem ceid \aat.

9

5

4

3 ———

2 R

A

0 Tt 2 3 4 5 b

Tr het Yovenstaande F\Qqﬂq - @en Pro;)ec\"\e von
de doestandsruimte ap hel x.3-v\n\<— hebben we
het Pad aangegeven Voor hel specio.\e Sevcx\
X=2 AN Y=z3 %e\‘ P\ao.\:)e s o)l een eseuen Yer
luslraYie van het teil dot de sb‘-ernen\? concatena-
Yie ons in staat sielt Programmq‘s ie construeren
die de Se_uoe.ns}e -\oes\-anc\sverandeﬂng niet in €en
Klap, woor in een aanta) oPeenvo\Sende s\c\\o?eh
be_uoer\«sk\\igen. Tn deze \r:ee\c\sr.arcm\: word} de be-
rekening een pad door de toestandsruimte da}
\eicn' Van \De‘s'nn‘oun¥ 40\' e‘)hd‘:un}'. \\)E‘. Zu\\en \o«’rer
zien da} in de Pro\x\-3\< deze voden in Zeer veel

sh:\]open v‘:\eaen te worden o Se\egd..

Wg vestigen er de oandacht op dot het beven stoan.
de p\que alleen woor geoeven is ler iNustratie von
de bee\dspmu\«. Thn de T:-m\d%\e van hek progrom -
vneren Worden O\er“gel:‘j\«e p\au Jes Y\DO.E\' 82“eeeho\..
Ze 2ouden he\- Frm:)aSSc\s bezwaar heb\aeh vers&\r\\\-
kE\.S\K "\njew'l\(\ﬂe\c\ de WQrden-’ 2e hebbhen \qe‘- \Ofih-
cipicle bezwaor slechks op cen heel s?ec‘.ﬁe\s 2va
betrekking Ye hebhen (zoals hier op het geva
X=2 A .—_33. ‘
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Opmerking. Oak bovenstaonde Sedurise concote.-
no}rie s ‘\aouﬁ-er om Nustrakieve redenen Yen to-
rele Sevoerct. \(\\5 z2ullen \o&er rea\ishsc\ner o‘:\os-
S‘mgen e en\<0men am '}wee. Vqriobe\eh Vo WGOT -

de ie laten verwisselen. (Einde van O\omer\(ing)

De allernalieve statement

Ih he\' Voriae heb'ben we aez2ien dq\' VOor een
oRoeven progroamma he} Pad door de Yoeatonds-
ruimte aﬂ\ana} van de beaintoestand | maor dat,
20\0\1\8 we O\“eeh a‘SSi&nme'n? Sx‘o\'emen\‘s er hun
conccdenatie Yo} onze besc\mkk‘mﬁ hebben, cmo?—
hQn\nelsk van de beaintoestand Q“‘SA deze\{?de
serie stoalemenis u;?\t_:)ev::erd 20l worden. We zul-
‘en nu loden zien hoe by €en E_’\ejeve“ Prooyomma
de b%in4oes¥qnd ook kan \ge?aen welke shaYe-
ynenks u‘éaevoerd zuller worden. Dal we deze
rolere ?\exi\oi\ﬂei\- hoc\is hebben, ontdekken we

5 de \oesl‘uc\erins van de ?uncy'uone\e spec'.?ica\ie

van het Programmae. "\Qrses} ”
WL .‘Z‘.in¥{><=x A =YS
*Je b
> \Qrses\' '[x =X N Y= A\ 2= maXx CX,:j)}
Bl

He’r Fm\o\eem 2otA )rrivim\ 2N Q\s I’mo\x (x,b)”
voorkwam onder de Yoelaatbare expressies, wont
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don zow  “2:z max (x,y) " de ?unchene\e sFec'\g.’m}ie
Varn lar es“ \oevredi en. Maor aqnsezien moxCX,b)
nie} onder de toelaatbare expressies vaarkemt , moe-

Yer we iels anders doen.

Opmerkina. Er bestaan Frcarammeer¥c\en die de

et 2,
{aro rammeur Yoeslcan zel max(x,:j) " oan de cel-

eclie Yoelaatbare expressies Yoe e voegen. De Yoo
voeging vergt dan evenwel cen c;?\ossma von el
Prob\aavn dat hier Ses'}etc\ wordl: n dermen von de
TeeCls ‘}oe\o;o,‘}\oor‘e exPressies cewn Pro’smmmo.. SC""&—
ven dal aan de ?unchone\e SFeci%ca}ie v G \Qrses\-
voldoel. (Einde van OPmer\ﬂna.)

W& werken om }e \oeainnen op dot we et de
eindcondile voor \Qraes\' el \oe\w.\p van hneb
Pos}u\qa‘r van de st‘uanme-ﬂ 5}o\emen)r voor 2:=X

c.n?\ eiden

iU x,4,2:2int {x=X A 3=Y/\ X=m0>‘(xa‘j)‘g
5 2=X {x=X A Y=Y A 2= max(x, )3
3

Voorts werken we op daol veor alle x en Y
(x: Yna*x(x,gj» = Cxag)

—dwz. X= max (x,j) en X3y gn \°€ beide

true  of beide ?o.\se—- ; deze Se,\s\«\weic\ stel} ons
iy ssfo‘a’r wil de be\gincond'\}"\e de "or&ce\oo.\-\an\“e

expressie max(&g) te elimineren:

\[x,\s,z: '\M- {x.—.X A b:Y N XB‘_‘)‘S
3 = X {x:X A !:)"-:Y N 2=m°‘*<x’5)&

A\
Op dezz\%e momier leiden we o?
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\[x,g,z: in‘{x:X AN lj-‘-Y AN "2 XS
52‘.:5{)(:)( A 3:\( A Z:YY\OAX<X:3).S
A .

Aan de \ao}s}e -}erm van de \':e in)foesx'anc\ Zien
we da\' n sommige be\a‘mxoes‘aﬂden —n\. o\\s >O,3-—
de assiopment shatement z:zx e} oewenste effect
bewerk s \\i3\~ em dat in Caro\-endee\s) andere begjn-
Joestanden —nl. als y3x— de ossisnmew.\- shalement
2z y dat doer. Owmdal x29q V ysx  oligd ge\dt,
voorzien beide Oxssiahmen\“s samen in ol\le evc“en,
en we 2ouwden z2e Qroog com\omeren, de %e.u.?.e
105 uuﬂ-voerina van de b%in%es}oné < \o\reml hcmsen.
D} kan wmed \oe\w.\)o van de 29, allernatieve shole-

\men\-

\[X,B,Z‘.ih\‘ {X=X N lj:Y}
5 :_g X2y 2:=% || Y2 X 22y E
{x=X A tj-_-Y N z= mox(x,*:))s
1 .

Deze verm van c:omb'\hax"le is ruek o} 2 pro-
eromm's beper\t}". \\e\' meg voor elk eindia Qom}‘a\.
\Ne Zu\\en \'\e\- Q\ emene Schéma otwn he}' QQVQ\
van 3 shtuks Wuskrerern —wederom wmelr cen

Yoestands ruimde opgesp onnen door X, “en 2.
Hel is het PoS\*u\o.a"{ vor de alrernalieve shorement,

De drie wits Prr.\\en

T x.g,2:ink {PABY: So{RIN
0, u,20 ik LPABAY: S1{RIY) e
\Cx, g,z ik {PABRY; S2{RYD)

we\»)—msen le zamen de ui\‘stk
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it X,4,2" in\*{'? N ('BO v Bt v 'BQ)?]
5 1.€ BO - SO

0 B4 — S4

I B2 - S

ge {RS
3 .

Qpmerking . Rech} shreekse -\'oePossmS van bovensiaon.
de rese\ qqc\ in ons voorbeeld de begihccndi)-ie.

{x:XA 5:\’ A (x;\j vV 3;»073

oPge\everd . moaor omdol de laakste '\'erm,?.oa\s op-
3emer\«\w altgd Se\cﬂ <awn \nS zonder beyekenisver-

cmclerina worden wegae\q\-em C Einde von Op-
Yher\rt'ms.)

\vJS zullen eerst onze ssn\'ax loo.szencl witbreiden.
<S"G“'chn¥>
= S\dp
\ <QSSi‘3nm0‘h‘} s*n‘-emen\')
| <salernaYieve stalement s
<anerna¥‘ieve s\'cAemenx>
- 1} <3uarded command se}> gi
<3uarded commond sels
= <3u.ou-c\e.d command>
\<3“~°‘"°‘Ed command se¥>U<3uqrdec\ Command >
<5uarded comm0n0\>

= <3u.arc\> —-» < si'o‘remen¥ \is‘)

Een suard '3 een 2. Boolse exypressie, de ]oreciese
de‘?‘m‘uhe van welke Boolse exypressies doelaathaar
Zgn wordt voorshands nog even ui}ses\-e\d..

wg ves\'aae.n er de aandacht op dotr wit het pos-
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}u\oa} van de Q\;’erno«\'ie\fe s‘}o«‘e'men* VO\3¥ do& de

vo\sorde waoarin de Suqrded commands hinnen he}
haken poar :_-g ﬁ. worden opgesomd niet ter zake doel.
(Ow die reden is de sSn}aqlisc\ae eenheid dan ool
"Suqrc\ed command se}l” en niet 'fsuou-dec\ c e moana

It ” senoemc\.)

Ogaaue. Leidt wit hel Fos}u‘auo.} van de alternatieve
statement QP da} hel‘, hoewel ;oe\m“’aaar, een 2in
hee?} in een Suo.rc\ecl commond set een epaalde

uarded command meer dan cens Yo loten voorke-
wen. (Einde van, quve.)

OPera’rionee\ behelst een 8uorde& command van
de vorm RB->S dol de stalemen}t list S slechhs
Vv oor uﬂvoer\nj n Qanw':er\r‘ma \(orn" vy Aie bea‘m-

Yoestonden woarin de Buard B se\c“.
O‘:erahonee\ behelst de allernaliecve shaternent

dat precies 1 vom de guarded <commoands voor wik
Voerlns Sese\ee*ezrd wor‘e“, en wel ee.n\\‘)e waarven
de auard aanvankelak drue s, 25“ in de be‘sm-
}oes?and van een a ernatieve shatement alle Suords
%\se , dan ge\d} di} als een Fmgmmm&?ou\' Cdie
in etke rec\e\s\«e tmplementatie Sehonoreerc\ wordt
wiel een onm‘uc\de\\gte onderbre\ﬁns von de wilvoe-
ring van he} programma ). De programmenr hee}"}
dequ\ve de ‘a’\Q‘nc oan e Yonen dal voor elke al-
Yernatieve stalement ten minsle 41 van 1.571 suqrds

eldt. (Th ons voorbeeld voor \aroest was deze
\Plich‘- Yriviaal.) Een en ander heep} tok consequen-
Yie dat er voor alternolieve sholements mel moaoar
1 guo.rdec\ command v:-S we‘mis emp\ooi iS,

\«\S ves\-igen er de aandochh QI da} in die oR-

vallen waarin méér don 14 guor Se\cu-, vo\\&dig
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in he1- midc\en wor‘c\}‘ 89\&*8?\ wa“(e s\a\-emeﬁ\' \'ls}‘
e} aelc\enc\e Su.qrd voor u\\'voer‘ma wordh Se.\tozen.

'55 onze tekst voor \Orges\‘

i_? xab—a z-.:xn \3>,><-> 2=y E
en beqintoestand x=7 A ys 7 Se\c\en beide guards.

He} zal ons ‘mc\erda&d e ‘z::rS '2.5\-1 o‘? z-.:? Yok
stond Se\orac\-} wordt door =z2:=X o? door 2=y .

Het {?e;)- dal, indien er keuze ’mose\.s\m is doordal
de guards elkaar niel wit sluiten, deze keuze V°“Qd'!9
VYS c\a'\en word¥ '\n);roclu.ceer\" 29. nondeterminisme,
Tn het geval van nondeterminisme hoe‘?-)- het pad
door de Yoestandsruimre -~en daarmee de eindloe-
stond~ niel meer uniek door de \:esin\-oes\-mo\ be-
Faq\d Ye 2Gn., zoals ae‘s\\us}reerc\ wordt door de
stalement waorven de S‘Peciﬁca)r\e witdrukt dat
2gn u‘s\-voer'ma x o] don niel von leken wisselt:

“:X: int
{ X:XS

5 if Prue o> Xz - x [ drue —» skip f
{ obs() = abs(XD}

1

Noodzack voor heb SQ\anven van een nonderermi-
n‘\s}iSC\n ‘?rosrcxmmc\ S er noo‘u\-. Ul\- een nondelermi-
nistisch progroamma. O\Q‘}’ aan egn be?aa\de syeci?i-
catie voldeet laal zich nl allad een delerministisch
Fmsrammo. a@e‘;den da} dezelide speci@ca‘rie be-
vredial-.

Pe ()unc}‘ione\e SPQQigCQ};Q v an s)m\-emen\' S
25 Seaeveﬂ door Be&incfandi\ie ’P 2n eindcamcz\i-
vie Q| precieser

\C X,19,2: int {'PS, S;{x} )
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Pon deze sPeci?‘.cou‘rie ?.5 Qqn%oﬂ\aaor va\do&-n Aoc;r
eervn S vom de vorm

if Bo~>So [ B1->S {

Noanweoe het postulant van de alternatieve shae-
ment \oe\re.kenf ait de Ju‘-s\r\nié von de Vo\aende

u;}spra\\-en,-
= (Ro v B1)
Ux,y,z: int {P A BOY; So {@3
ILx,y,2: i} {P A BaY; Sa 1@
Hierwit volg} echber Cin vo‘sorde)
P= (Ro v CB1 ABO))
[x,y.2:in} {PABoY; So{@}

l[x,a,z-. int {'P AB1 A 1303; SA {QS]\ .

woarniy wg , © Srond van het PQS\'U«‘QQ\‘ von Qe
olternatieve s\-aYemenl-, concluderen dal W voor
S ook hadden mogen kiezen

i Bo >SS0 [ B1ABo»St | ,

dw2. de Suord van de ene éuo\rded command may
shroffeloos worden versierk} mel de neveneis dal
de andere 8u.car'c\ed command nier voor u.‘\\'voerins
in aanmerwin \tom)-, Maar nu hebbern we een

allernatieve gnxemen¥ waarin de Su.o\f‘c\s elkoar
uitsluiten en die derholve delerminiskisch is. Uit
onze aevonden oP|ossm3 voor \argest o dere wGze

het nondeterminisme witbannen \eidh lot de deler-
'mi‘nis}iScLe oF\QSSinaen

i_? X3y —> 2:=X n Y>x — 2= Y &

en
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i_? x>\j—> 2= X “ \‘j;;x — 22y &

Ofgcwe, Toon can dotr de voloende aollernclieve sholte-
ment voldoet ocan de sPeciF‘:c.o e voan \orges)r

f X)b -y 2= X
I x=vy 5 2:= (x+y)/2

D X<L3 — '2‘.:3

Ei ( Einde van OFgoue.)

Zal in dit college de noodzaak nonde)rerminis\'xsc\\e
Pr‘oaramrm‘s ‘e on werpen dus niet op*rede«n, we)
is her wilerst qewenst dak Wi \eren hoe wg over
nonde\-erminishsc\}e Projrqmm's moe;-en rechneren.
Tadens helr onlwerpproces moeken WG kunnen rede-
neren aoaver 2en ha&r—n{? Prosrome,WQQri“ Q“ef‘-
lei de\u‘.\bes\iss'mseﬁ no n':e\' ‘?.En 3e.-ncrmeﬂ*. Zom
‘na\?-ap programmoa heeld: vaok de vorm van een
nondel erministisch programma.

Toelaarbare Boolse expressies

W3 zullen nu de san\-nx aeven Voor de Boolse
expressies die als gpard mogen cP'\-reden, De Syn-
Yax 2ol weer in BNYF Seaeven worden. in opbouw
gkt hg op die van de ‘m\-eser expressie —de mo-
nmer W Qorop hqq\(\'ses waorden 3e\n‘:rod.uceercl is
wv. strict analoog — ; de veelheid van operatoren
mo.a\d- hewm e.venwe\ ie\‘a ')ngewi\(\e\der.



TP- 54
< Boalse express‘\e>
n= < disjunc“i€>
\ < dis\jun:\ﬁe> = < d'\s'unc\\e>
| < digjunclie> # < disjunchie>
< d'lS':S(.AnC bie>
nm < ccn‘junc\"re.>
\ < d'\sjuns:-\ie) Vo< c:c.n\)unc"'\e)
\< d.isJun:\"ne) cor < conJunc¥ie>
< conJL\ﬂc¥ie>
na < Boo\se derm>
\ < CQr:‘)unc¥1e> A < Bodse Yerm >
\ < canjunche s cond < Boclse derm>
<300\$e. '\erm>
= < Boolse Primar\j)
| 7 <Boelse primary>
< PBoolse privmary>

w= '\‘rue

\ ?a\se.

} < naam>

| < integer expressie> <relop> <integer expressie>

\ (<'Boo\se. expressie >)
<relop> u= <{ g >3] =)+
\mla mogen dessewens\r sc\wraven-. and veoor N,

or voor V. ern non VvOoor 1 ., <Voom\ \95 ek

:é;bm‘n\x voan een Smsgjmo.c\\ine Yon dit Voor‘c\e-
\en \ﬁeb\aen.>

De opem\oreﬁ Ccand ewn Cor graon voor
# - ——— #
ae 29. ‘conditionele amd " ewn " cendibonele or '

Ms Yoerde operomden o en b gedefinicerd
‘2.571, ae\d\-
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acondb = a A b . en
acor‘bEa\/b

——

>

die slechts e)edegnieerd YN mits beide opemh-
ren Sjede‘?‘an\eerd 2gn, s |

?q\se_ cand b = -?Q\se , emn
r

'Hwa cor. b =

In '\-eaeﬂsxe\\ins }0\' de OFG“Q\'OY‘E“ N e WV

LA
e b

ook in die ogevalen, waarin b onsede?;h'\eerd is.
Tn %-eﬁens\eﬁns Yok AN en W 2w c_c_a_wls\ en
cor derhalve niek commutatiel!. Mits we de
vdgorde der o eronden niel verwisselen , geldt

voor hen de \Wet von de Morscm wel, dwz.
2 (o cond Y= (o) cer (AB)

) \'\55 merken op do." Q./\]DVC s\ec\w\fs op

oen wanier ontleed koan worden , n. als de
c\is\')unc\-'\e von oAk en < . CDe ontleed-
oging Yor de cc:nJUnc.}ie van & @en hkve
Ea.f\)h omdal b\s\cens de ngn}ox de rechrerape-
roand van A een Roolse Yerm  wmoel 2gn
en Ve niekde Seclao\n\-e hee@- van een “Bool-
se +erm ) Onze s:)nhlx \orens'\' dus de Se\aru\‘\-
ke\5\<e convenhe )rcﬁ- ui‘\dm\dﬁna da¥ A heo-
gere Priorﬂe‘s\- (.—."greq\-ef- bindin Fgwer") \nee@r
dom VvV . He\‘ ver '|€'n¥- [Ra) \ne}' a Semeen de. VOoT-
fcewr hie)r Cx\ —\e kren\eris me}t ’hq\terxfmren e
2Gn. (Mer\< op, da} we n \aals von bove-ns‘rmn—
e % P
de weergave von de \Wet von de Morscxn ook

4 Ca cand b) = 1o cor 0 ©

hadden mooen sc\‘-raveh.) Hebl s cﬂvers)ronclis,
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2ich op de \‘)osere ?riori\-ei\r van A\ den oPp-
zichle van v bhercepend, haokies Ye besparen
woar dit de samme\rie Vers\w:mr;\ als in de ?or-
Mu\ersn3 van de s%e\\ina dat voor alle Boche

P»9 en r %e\o\\'

CpANIVQAFIVIr AN pD

Oggave. ’Bew&& de ’Z.o\}uis* gegeven s-\e\\ins_
(Einde von Opao.ve.)

Oﬁpmef\(inq. Mits van alle variabelen en canstan.
Yen -em ga\' 2wiks \:)9 ons he} SQVQ\ za\ ‘Cah,
2al later blgken— hed hype ondubbelzinni o, vask-
\-,8)., wordt geen duthelzinnigheid aein-}mg -
ceerd wonneer de ’Boo\se 8e\3 \'le'uc:\ =" wordt

aangegeven et he\-ze\@:\e sbm\poo\ "~" dak¥
ook voor de SQLS\"\’Q;C‘ van ‘m’:esers ebruik}
wordt. Als bv. ondubbe\zinms vastligh , da}t wear

X:b:b

S\‘oq\', X en 4y Voor ’m}eaer wooarden sx'o.wn
en b voor een BRoolse Woarde , Ran di} slechks

o.\s (X:b):’-‘ib
aein)rerpr&eerd worden, Cr Ggn op di} oebied

oeen alom oconvaarde ceonvenlies, en Qitr oe-
bre\r Ao CoNsSensus tu\\\en WS n iy Qo\\ese
opvanoen door , 2cals gezead, me)l haakjes
h'le¥ ¥e \cren‘eri -\e '2.51-. en door- voor de
Boalse 3@.\5\<\'\e3? }Yen overvicede he} sPecio\\e
Sam‘ooo\ "= te aebrud\(en. De P?Sﬁ 1S Serin3
door we erg '-.ngew\\s\«e\c\e Boolse expressies
*\oc\w mQaTr ‘Ze\den ‘Zu“eh \'%en\{omeh. <E‘|nde
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van Opmerking)

gha\OQS can variobelen “yan el 45pe ‘m}eaer"
kunnen we ook variobelen “van he} lupe boolean ' de-
clareren . 2y hebben slechts }wee mogeks\xe waarden,
“Frue” resp. "?o.\se” Senoamd. Noor declaralies

ae\d\‘ ae sbn\'ox
< dec\ara\‘ie> = <nao.m\_gs¥> H <}:ﬁ=e>

<ho..om\85\‘ ? i= < noomS
)< naam\gsb , <nhaam>

< +3Pe> w= nk \ beool

< declara¥ie \ist>
e dee\drohe>
\ <declaratie \ist> ;¢ declorotie >

De nawmen in de ﬂaam\ss)r worden onéer\‘ma
door komma's Sesc\oeic\en; o?eenvo\senée declara-
Fies worden 3es«c\'aei<:\€n —~don wel verbonden! -
door Y;un}\tommc\‘s. De bes::.\\rﬁvins von een foe-
standsruimte kom dus Yov. begi'ﬂhen me}

“: X4 in} > % boo)

P\nq\ocﬁ con de c..ss'\gnmenlr van hel \SPQ inle-
ger hebhen we ook de QS$'\3'nme'n\' von helt }'_‘jf’e'

boolean , bv.
b:: )(25
'we\\cs u'\\'voerins in de niewwwe wc.arde van b

vo.s\-\ea-\- o? X3\ Se\en‘.

'H‘uS\'Qr'usc\we opmer\ting. gedurende d?. eers%e. AS
\‘)oo.r is proérqmmo.uﬂ-voerina besrepe.n als een
com\oihahe VOn ,’he\- \oere\(eneh van 92“0“9.7\ " en
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“he} testen van condibies”,

en Yerwgl hel resultaat van
Zo'n (numer%e\»re) bere\(cnin in reg‘)s\-er o? 3eheu.3en
werd aevormc\ en o.c.Hcrse\q en voor \oter Se\oru;k,
werd de ui\—s\as van de test van een conditie onmid-
de\\gk Se\omik\- om Cals in cen allernalieve shale-
ynent) de verdere a@oop Var de \oere\:emna le be-
inviceden. He} is de verdienste van QLSOL 60 ge-
weest door de introduche van voriabelen van het
\-:j?e boolean du.idels\« }e moken dat hetr Festen
van een cgnc\‘:}‘ne be)-er- \oesre,Pe-n kan worden a\s
een berekening, maoar nu niet de \oere\wnmg von
een Se\'a\, moar de \oere.\ten‘ms van een 29 Yruth
value " PDeze enem\isa"’le von het besrip bereke-
ning is een \';eef? be\onsrs\ce bSdmse: helt beu,;s:.en
voan een s*e“‘m ka-n nw woréeﬁ Sez‘ae\n a\s he\- aon-
‘anen dal de bere.\mn'-ns von een Proposﬂic de
woorde  ¥rue oP\ever}-. Hoeuwel wd N onze pro-
gramma's slechrs cen hescheiden aantal variabe-
len von het \P?e boolean zullen ¥e8en\<omen, mag
et ’fbpe Yoolean daarem in geen enkele ‘m\eidin3
'}o}- he\- Prosrommeren onv}'bre\ﬂen. ’_De_ ouderwe\sa
gewoante , die wg de elechrotechniek noo wel
lreaen\comen, om de waarden Frue en ase Ye
‘\denl-if’icereﬁ mel de 'm)r%ers 1 resp. O verdien}
dan ook oeen hovo\s‘ms. hB stich} alleen maar
VErwarring. CE'mcle vomn H]s\-orisc\we o?mer\ﬁns,)
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De rei)e}ihev‘e sketement

AQan ons arsencal moge\g\t\wec\en om Prosro.mmo\‘s
op }e bouwwen ontbreekt noe iets hee) essen\iee\s.
Zo\omg we oleen concotenatie hodden beslond de
ui‘rvoer‘mé von een Prosro.rnmcx wid de u\\‘voerms
van evenveel slatements als wg ach}er elkaar had-
den heersesc\ﬂreven. He} e?{)ec\- voan de alternalieve
stadement 15 dab shalements, hoewel neerceschre-
ven, niet voor ux.‘\)r\roer'ma in Qqnmer\"mg Eomen

doorcdla}l een ander Q\’l‘er‘no\iep Se\«;‘zeh wordk.

Er 7_5h ec\w%r m\renoﬁsaven cie ‘m}r‘ms'\e\c
'hee\ bewer\(e\‘\a ZSn. (HQ} zan wwist die op, oven,
I 870 \
woarcan de cownputer 2gn besraansrecht ontleent
Helt 2yn precies die opgaven, die de Sro\e svelheid
van rekenoraonen en 3@%%53113 rechi'voqrdiaen)
Die rekencpaaven 2om zo bewerkelok doordat de
P9 ) Y
3ewens¥e -\oes\-andsvercmclerins alleen bewserk-
s\-e\\igcl kon worden door cen heel \ams pod, dat
wit heel vee s)raf\')es bestaal.

Men wmoel zich realiserew dal machines die in
luBele secanden wmillicen assagnmen)r stotements
hebben Wi gevoerd helemaal geen ui‘r?.onc\erms
meer ‘z.gn. Hel s evident da‘}' Be}- \oroammmemn
Voor zon rmaoachine onbeaonne-n werk 2ow zcan,
als we , om hem \u-\-\'e\e Seconden oon he) werk
Je houden, eerst een millicen shatements zouden
moelen sc.\nr:'.jven. Hel wnoel ‘mo&e\S\w '257'\ om
korkre Proaramm&‘s te sc\1r5ven wWOOrmee \0m3e
\'e.\ﬂa'n )':ro cessen Corr‘ESPc;nderen; 2 onder die
rnoge\.g\x\ne‘sc\ Zouden die \O‘“Se rekénprocessen
nie} Ye realiseren 2Gn.

Lacay ons ""emgﬁ"\‘-jf’e“ op de ?orme\e S’Peci?i-
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cotie VG eu c.\id.-_

\C x,4: int

{X:gad(x,g) N x>0 AN 3)03
s euclid

{x=X A '3=X.}
il :

Omdat 999 (X, X)=X en X>0 , Se\ci)r in de eind-
yoestand de beginconditie nog steeds; in de cind-

oestand 3e\cl3r bovendien X=y . Met ¥ Sec\e-
?inieerd als

P X:Sf_:)dCx,j) AN x>0 A U>0
mogen we euclid ook s‘o?c‘.-ﬁceren door
iU X, 9: in} { P} ; euclid {P A x=y4il

omdal omge.\eerd, wit  PA x=4Y de oors\oron\(e.
\o ke eindconc\i}}e volat. Cgo. diY no..) Teze \aa}-
s%e ?\Anc‘\ione\e SPec'% ca}'ue wer}ﬁ 2en NS \.IC»\\'

op de -\-cm\< von euclid : 2onder de Se\diﬁ\neid
VG ’P e vers\cmen, dient euc\'nc\ x:b ‘e Ye.-.
wer\cs\e\\isen.

En als we da} niet in @n Rlap kunnen , wel,
dan 2an we +evreden als we 2onder vers\'or‘mg
van H; ’ken s\'ara ‘n de 8oec\e r‘rch\-in& kKunnen
doen. Die S"a\o kan dan herhaald worden tehdal
hel einc\cioe\ x=:j S \oere‘.\f\-- Als ek Qinddoe\
X =\ nog nie¥ \:Jerei\<\' s, ge\c\“ X'>:j o{-’ 5)7&.
Omdal de 356 von tTwee Se\rq“en e\5\< S aan
die ven e¢w van beide en hun verschil, Se\&en
de. vo\sende wee ui\'sPro.\cen

“,-_ X,b: 'm’r {’P N X>535X::X-3 ‘[’?3 -_“
il X, Y int {’P AN 5>><.S; Y= Y- X {'?}]‘
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Een op\oss'ms voor ew:\‘\d 1S Nw

do %>y - X:=X-y
D “? X = Y=Yy X
o_c_l .
De \ro\sorde waorn de Suqrdec\ commonds
binnen )’le‘* ha\(en\ooqr do... Oc\ worden oPSe..

somd doet wederom ‘me\—-—-\-er ‘-2_-;\«.. OPeroho-
‘nee\ Se\d)s weer c\q\ een Suorc\ec\ Ccammqnc\ vV an

de vorm B->S behelst dat de stalement list
S S\ec\n\‘s v oor ui\rvoer'mﬁ n Qanmer\ﬁn \<om\'

n A':e, beg\n)roes\anc\en wWaarvoor de 5uar B
geldh-.

Het \7a\<enpaar do..od vorm} een 29. repe-

\ihieve shrodement. _éen_;’e?e)r‘:hew. shotement

e‘mdig} s\ec\ﬁ's n Yoes

\‘onc\en waarin Seen vorn

151\ guords Se\c\\'. Cagerahonee\ behelst de wik-
Ty

voerina Van een reP ieve s\‘tx\emen-\' \ne\- vo\—-

Sende.

Ms Q“e Suards ?Q\.se be,vonéﬁ:n worc\en,
reduceert de verdere witvoerin
Feve 5\'03@#1211“ z\ch “\‘0\' een '3(

wordY een

van ce re}:e}i-
'IP . onders
Buqréecl C.ommomc\, WOATVar AQ Sunrcl
Yrue s, uitaevoerd, waarna it proces her-

haald word}h. (\}anc\ac.r de naam 're‘:e%\-ieve
staremeni?)

Zo s bv. de repehiltieve shatement doB>So
equivalent wrel helt Ro\nsere pregrammo

‘.E 1B 5\\"HP

I B> S;doB®B>Sod
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Opmer\ting. Bovens‘ao.nde eqqu\en\%e \mn Se\om‘u\x\-

worden voor de c\e?im%e van c_\._o‘B——> S od . CEin-
de von Opmer\('m‘a.)

Stel, dat euclid witgevoerd word} in de legin-
Yoesfand C"»5>=<8,6> . De eerste Suord ‘?:\d\.

en ui\voer'm Vo X-.:.-.X-b \elc“' *o} de )toes nd
(2,6) ; dan Sech- de tweede quard en wilvoering
van  yiz Yy-x Yeidt Yo (2,4) L oweer Se.\ci\' de

-\-weede SL\Qrd en ui}\roerinﬁ vOon lé'-= 5-x \eaé\
Job (2,2); omdal nu beide Su.omds ?a\se gn
15 hiermee de u‘:\-voer'ma von de re}oe)r':\'ieve. s\n}e-

Ynen" Vo\-\'ooié\
Pe PQSSenc\e u"poreid‘-ns Van on2e san\'ox 1

<s\~03remen§> LY 3\('\?

| <assignmen} stalemen}s
\ < Q\'\'erho."ieve s\"c\xem ent>
\ < r'eyeh\rieve. shatemenis

< repe)-i‘ﬁeve stotement>
uw= ég <3uqr<:\ec\ commond seb> _?é

Het Fos\ru\o\d van de re-,:e‘r'uheve shalement
zulen Wi {)orrnu\\eren voor hebt 3eva\ von 2
Suo.rded commaonds (de Senerq\\sq§rie. Yot wmeer
o? minder aan de lezer overlatend).

De u.'u\'sF roken

U, y.2:ink {7 ABot; So {3
\L x, tj,z-.‘m\- LPADBAY; S LP))

Wen'isen ¥ 2amen de ui\-s‘:rqo.\c
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\[x,xj,z-. in)r
1?3
do BO — SO
b B1 >S54
9_::1
{P A B0 AABAS

)
mits de repe\-'\\-'neve statement eind'\P)\-. CO‘:\ deze

extyro. voorwocarde zulen wq loter kmskOmen.B
Tr een \oemef) op het ?osh\ aal von de rePe\-':\-ieve
Ssrc\\emeh¥ WQrcn \ne} \f\ier met ’? Qomgedux‘.c\e

Predicaq‘r “de invor'uan\- " genoemd‘

2

\IJS goan nu het Prosrctmma eukc\ié:\ » dat de
qad von Iwee Pos'-\-':eve Se}o\“en witrekent, witbrei-
den )ro)f he’r Prosrammq euc\idp\us , c.\o.\- kNens
hun  kav (= Kleinste gemene veelvoud ) berekenk.

Metk c\eze\?de T ds weleer:
&% X:gsc\(x,b) N x>0 N y>0

\nid} de Voor\og’ugg. —\WOOrOMm \;oor\oFiS zal straks
\olg\ten—- ?unc\"\oné\e sPeciﬁcahe. vawr euc\idPlus

Ly, u,veink
{T’ N Y= ksv Chgﬁg
R euclidp‘us
{_X:X FAN l:!':'.Y}
i\ .
\\\S c\e@nieren Q) door
Q: A xu+ YV = 2 KXY s

en stellen om }e Beg;nnen vast
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0) “:X,B’LL,V‘. in}
{P A Y= kgvlxn, gD}

5 U\'.:tj 5 vis X

{&}
il )

hetwelk herust op de s\'e“ina do} voor posi\-iexxe X

en “4
936\(7‘53) '\'(3\'()"3) = Koy

Voorks shellen wg vask
1) \[x,a,u,v; ink

{Q AN x>4}
 Xi=X-4 3 Vi=V4U
{Q}
B)

omdalt Xi=X-y,v:=V4+u - o dl\' ha\.-— de Waarde
Vvon de som XU * YV nied wgz:SL Om rede-
nen von ssmme¥ﬁe. ge\dl- dus trevens

2)  Wx,u,u, v ink

{Q N 5>x3
> Y= Y-X; Uizt v
{Q3}

]
en vobens het Pos\u\aa)r van de re]oe\'d-ieve. stote-

ment mogen we ‘\) en ‘?.) onder Voor\be\’)oua
von \oee\nclisms combineren Yok

3) \[x,lj,u,\l: ink {Q.S
; do X>Yy =» Xi=X-4 i viz=VHu
“ 3))‘—-) 3::3-:&3 Wizl v
od {Q A x=4}

-—-di\- cmc\o.\' <‘\ x>Y AN | 5>x) E(x=3) —_—
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Omdo‘* ’P FAN X=4 de conc\us]e x:X FAN 3=X we}l-
Aat, weH-‘B\' Q A x=y de conclusie  X(usv)=z2XY

Yewel Y= Cusv)/2 , woaruit w3 rmogen conclude-
yen

4)  \Lx,y,uv:ind
{@ A X= 3
5 Y= (u-&-v)?‘z
{X:X AN U:Y}
1l .

Cbmbina]-ie von 0O), 5) en .4) \ever} daown C\"S
Vo“eclis Seormo)teerd)

i X534, W, V! ink {'P N kSVCx,sO):\f}
y W=y Vi X 193 |
5 (i_o X)\j—) K= X-\y 5 N=V4u
I y>x—= Yyry-x;mizuryv
od 1Q A x=33
3\ Y= Carvdf2 {x=X A u=Y3

Verse\s\tiNS von bovenstcande u"\‘s?roa\v ek de
\JOOF\O‘MS& S?ec'.g)icahe Van e.u\c\id?\us \eer\r ons do.\-

Uc:b"\l::)r
y do x>y > Xim X=yy VizViu

1 Y>x - 3:=?—x;u==u+v
od ; W= Curv)/2

oon de Vocr\o?ise S\Decigiq:»\ie van e.u..r:.\':é‘a\us

voldoe}.

\Ng hebben onze oF\ossmS voor Quc\iclp\us
om dwee \nee.\ versc\m'u\\e\nde. yedenen ‘en *cme\e.
Se\roerd.. Ten cerste omdal hel de macht van
hed ?os\u\aa‘r von <:\e repe\ﬂieve s\‘o}emenl‘
Qc\rc\ig i“us)rreer\-: zonde,r- \{anis van de Inva-
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riont Q 1S he\' r\ie\ 20 mq\c\ce\s\x T de zien

do} in ons \Qc\\s\e Pregrammea na oﬂoop VG
de repe¥a)rie het gemiddelde van w en v gdgk
s aan her \«\e‘mspe gemene veelvoud van de
aanvanoswWoaarden voan X @n . Ten Aweede
0mclc.} e \roor\cr‘o‘nae Func\ionee. S eci?ic.o.\'\e.
Vo euc\idp\us eewn Qnomq\}e ver\-oon\-: de

cershe reoe Veadd
\L X, 0, U,V int

rnoor —z2ie P— voarickelen w en v komen
noch in de bea".ncondi}‘ne, noch in de eindcondi-
Yie van de ?unc\ione\e s‘gecb()ico.}ie Van euc\ic\-
plus voor! 39. 20w dacrom 2eqorn , da} 2e in
de ?unc\—'.one\e s ecigca\':e_ Vaw euc\idp\us hele-
moaal niel 2ouden moeYen voorkomen , Awz.
do;)r c\e de?im“ieve ?unc‘-ione\e sPec“?ica"ie Zouw

moe-\-en \ LAY de'n :

\[ X,b: nY

{PAYX= kqu CX,BBS
5 euc\idp\us

{ x= X A 3:.\(3
h

Een ih“ermezzo aver bihneh\o\o\‘(\‘en

To\' no‘s Yoe ZSn we de hQ\(QV\ ”“_" en ”]\"
slechts *\esense\(omer. o\s openings~ resp. s\u‘\}inss-
Ssm\ooo\ von ?unchone\e SPQQi%QO»\"lQS. Hun
Func\-ie. was daar de rextuele \oesrewz;na Von
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hek ge\dis\-.eids\oere‘:\« vor de mamen der variabe-
len die gebruikt werden om de Joesrandsruim
op Ye spannen, Waorin de ()u.nc_\ﬁone\e sFeci?';-
co&'ne bearepen moes\- WOrAen.

We miroduceren nu he}ze\%e MQ\‘KET\\OQQ\"

e de c\ec\qro\“se Vo \b\&a\e VQT‘]Q\DQ\Q-n 0\3 on-
derdeel niet von ?unc\-'\cne\e speci?icq\ies, ymoor

Varn progrommo \~e\<s\en .
L

NS \oreic\en dqgr\’oe onze S:jn\‘ox wik:

<stclements == s\ﬁP
\ < Gssiﬁnmen¥ s\-o;;emen\' >
\ < c\\}erna\"\eve s\'a)temen‘->
l < repe\‘n}iave stolement >

| < binnenblok >

< ‘oinnen\a\o\c >
u= \[<dec\c\m\-ie Lishs 3 <s¥a§emen¥ \ist > A\

\'\e)f \Pro rormnmo. dcﬁ aon de C\e?‘m\\-ieve ?umdio-
ne\e sy e ico}ie van euc\'\&‘)\us Vo\doe\‘ \nee%

de Vorm Von een ‘Oinnen\o\o\« en zie) ev als VOS\.
U.i)-:
K u,v: ink
, L= 3 S Viz X
> é‘_? X244y > Xim X~ VsV
1 U? X = = G- X5 wistA+V
od »
, Y= Curvd /2
B

He\' \oinnen\o\o\< \nee 1c- - \nee\ duide\s\te ope-
rotionele etekenis. Hls het wordh 9eo§:\'iveerd
—men 2e3¥ ocow wel:. ” \05 binnenk omst L wordt
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de er builen ae\denc\e Yoestandsruimlte uhi‘ge\arei&

met de variabelen die in de Qanhe? van hel lbin.
nenblol< ZSﬂ 3edec\oreerd; in de aldus u'&ae\;re'\.-
de Yoestandsruimle wordew de op de declaralie
vo\sende s\'oxemenx's u\i\- evoerd. Pe vo\*ooiina
von de ui¥voerin5 van hel binnenblok Yeshaol
witr het weer onsedqo.n malen von de \-Bée\g\ve
b\.i}'breidina van de Yoeshandsruimie.

Tn ons voorbedd wordl de dwee-dimensiondle
‘\-oes\-omdsrmmk (me¥ coorc\mo.-\en X en 5
by binnenkomst in het binnenblolc kot een vier-
c\imeﬂsionq\e LA]“S@\Dre‘ud Cn\ me\‘ W 2n V\. He\
inwendige besc\nr{j@ cen bere.\cenins die zich in
deze vier-dimensionale Yoestandsraim Q%Pee“-_
No. de whvoering van de assianment S}c)-e.med-
Y= Cu-rv)/? ebben de "\\u‘?ovar'\q\OQ\en "« en
v hun werk Sedcmn en worden 22 door de
\-:\o\‘(ve.r\a}"ma weer Q%e\roerd: o'f)emxionee\ 8&-
zien houden ze op e beshraan.

Ui‘“ onze sbn\-ox V‘o\g} c\a\- \bihnen\o\o\t\«en

32.'02'5} \wunnen VGQT"\(QMQH -

Oprrerking. Men is vrg in de keuze von de 29,
1) —?
“\okde namen ( dwz. E?e nomen die men in de

Qqn\ne? voan het binnenblok voor de lokole
variabelen introduceert). TLn plaaks van
‘Oeﬂoemin el L en v Hac\den we de \o-
kg\e varia \e-n oo\t \P en c\ masen ipemen,
dw2. voor hekrzelde oeld hodden we voor
euc\ic\ P\us W\c@ean sc\'nr-i.‘)ven:
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H lj))( - ‘d":f_‘)'x'a Y.)::-_P-g—c;\
od
. yi= (prad/e
p .

Teksten die door s:js\-emo.hsc\oe \ﬂer\oenoemins
van lo\(a\e Vorio\\oe\en g} e\\r(ou:\r \r(u.mnew wc:.fc\e;n
over gevoerd ZYGn per definitie ek olkaar equi-
VO\lQnQ.

He} is vers)rqndi vV ooy \o\«q\e namen oRen
YIiovmen -\e \(ie.’ze'n e in Cle Qmaevins VOr ]":e\'
binmenblok al belekenis heloben. (Tn het kel
200 Von QLQOL &0 s\'aan vele Pre rormmeer fo-
\en 22N CXerae\Bk du\o\oe\ Q\Dm'\k e he; \NS
adviseren er Seen eoruik Vvon ¥e ma\ven.B
(Einée Vo Opmeriins.)

er vermgd‘ms van wisversrand ves}}sen wg
de aondacht op hel verschil Jussen een -?umc\io-
vele Spec“ﬁco}"e en een Yinnenblok, in het b320n-
der op hel verschillende aebruik do} er van lokale
varia}oe)en wordt e rvr OO, )- Een gunc\“sone\e spe-
cig)ico?}ie. IS een Wi s?rcm\« me.}- e re\\'\t'.nﬁ Jot de
beaintoestanden — dw2. Woarden der lokale varia-
belen — die aan de 3e3€.uen begincondidie vo\doen.
Narn hel beain van een binnenblok hebben de
daarin 3e‘|r§rociuceerde vo.rio};e.\en g)een 9@::14)?-
Nieerde WOOrd?h, en als Yese\ zallen de eerste
skalements van een binnenblok aan de lokale
voriabelen waarden doekennen. Deze woarden
Z‘Ejn COOS‘GY]‘\!QY\ o? \no.r?en Q{) Van c!e 'Sroesx'anc\
van de omﬁev“mﬁ) op he¥ vnoment van binnenkomsl.
’Tj isch lc«ex.«.)cé:r\«s eni3§' de ini]‘ia\im}i& von de \o-

kaole VQI"'IQ\DQ\Q\"\ eZn re\o&ie )h'ussen \o\«a\e en
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3\0\0&\2 voriobelen —de \aokste 2on de variabelen
wit de omoeving van el binnenblok— die vervol-
gens door de s&&emen}s van hnetl binnenblok in
stand wordh Se\nouéen. \r\IS hebben ot \-.jpisc\'be
ge\ormk Van \o\<a\e. voria\oe\en \:5 euc\idp\us ge-

2en, wWe zullen \ne" hoa ve\e mo‘en )resen\(omen.

“Tot zover ons intermezzo over binnenblolcken.
Wa keren Yeruwg Yot de re e)‘ﬂ‘.eve s}n\remen\-.

9 9 P

* . *

'BE) de beSC\'\ ‘v‘m3 VT \ne\- os\-u\qo\} van
de reFe)-‘;heve stalerment eindiaden we wme}
”m'n\‘s de T‘chh}ieue S)IOA‘emQR eihdia}'” en
de be\oﬂe \ater op deze exYra voorwoorde

-§-em3 Je komen. Nu is hel moment Se\tomen
deze \oe\c-?v\e n te \ossen.

Dat deze extra. voorwoorde inderdaad ge-

steld moet worden, llusdreert

l[ X: int
{x3o0}

; do X£0 = Xi=x-1 od
{X':.OS

1 .

_Ln he}- EGVEns\'aanc}e is de be'gincondi\":e X20 e-
slist QSSeh}'nee\. Miks er aan voldaan S, ee?*
X  precies aan na hoeveel S\O.Sen de repe%ﬂ'!e
e‘mcl'.gl' , Toar voor X<0Q 20} de rePe):;)rie nooit
eindigen: immers, hy kan slechts eincligen wet
X=0 , rmaar een ngga\ﬁeve X e Q\\een ynoar

Xan worden a%e\aoﬁ

ZQ\ \"\00'\\‘ =0 waréen.

Fln een dex'ef‘m‘misx\':‘.c\n Prosro.mmq Q\S \Ov.:)ven
s heb oan ral s\aﬁen woarno ae repehhe. ein -



TP-71

diat uniek door de Yoesintoestand bepacid. Vol-
leig\neidsha\\'e Verme\aen wg do} di \05 non-
de\-e,rmm\s}'xs&ve \orosramma's wiet hel Se\m\

\woe@ ie 1571, 20a\s \0\5\& wit

\[ X int
{xzos
3 do x# 0 5 X:=X-1
I %2322 > x=%-2
ed
{x=0}
Al .

TIn 2dn geval \oepaa\\' de \oeﬁin\oes){anc\ sledhls

een bovensreﬂs voor het cantal s\aﬁen da ¥

Kan \o\aax-sv'mdeﬁ.

I‘n \Detde bovenseae.ven VOOTb@e\AEh S %70
kEnneL5\< ecen invarian! van de repe}i\-ieve stole-
menk. Tevens verlaagl elke s\o:f) x wmek len-
minste 1 . De Ccm‘?BinaA‘ae van die fwee Sege-
vens 'vmphceer* da} het mosel:g\( oontal s\agen
VG \oover\ besrensc\ S Cn\. door de wac,\n:ie,

van X O.

(BB een repe}i\‘me me‘r 'mvor'uom‘\- A% z::e\d-
men <een ‘l‘n"'e.&er‘ {Junc)'ie V? Van de }oes}una,

Zodal de woarde von \!P als bovenarens Voo
he" QQI"I"C\] ge\n\'erpre‘\eerd kqn WQrdcn.

\AS zullen het \oos-\u\aa\- von de reFe\i}ieve
stotement , moar nuw met 'mbegrip von he} be-
e.'\‘nd‘n in&sbewSS, weer ?ormu\ere-n vV oor \ne\'
pvcun 2 Suorc\eé commonds (de oene-

92\!0\
rolisatie }o} yreer o? minder wedererm oan

de lezer overlatend).
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De ui“spro}:en

Ux,gziinb {P ABO A vP=VFY; SO {PA P<VFS],
¥ g,z ind 4P A B A vE=VF}; 51 {P A vE<NTEY
en PA (BovR) = vfr0  in el punt

Vo cie Jroes*amds:*u.im'*e

‘weH'iaen e 2amen de ui\rsyrqg\«

”: X,4,2: int

{73

do B0 = SO | B4 >S4 od
P A B0 A TRAY

.
>

A\
Ofaave. gq na da}l voor euclid en eu.c\icl\o\ua

de Iceuze v?: X+y aan de eisen voldoelr,

(Einde van Opscwe D

Opmerking. De noam "V?” is e‘msp‘.reerd d cor
A . “JL -d .g. I4 .
de historisc 9egroei e aondui ino) variont

]
?unc}icm ! We hadden ook <ce mogen kiezen ,
wo\n‘} \ne} S In we2en een SOQT"" cc.\nvef‘aen}ie
criteriom. (Einde van O‘:mer\(ins.)

* *
*

\'oor\:ee\d Q. 23 ’Bx cen ’_Boo\se u%*dru\\'\ﬁna
in de ‘mlrefje.r x  die niet voor olle na}uurls\«.
X ?OL\SE is. In do.} aeva\ kunnen wB vroaen
noar de minimale nq\ruur\s\«a X 2odot 'gx

ge\d}:
\t X:int ‘{-\'ru.e‘g

3 linear sSearch

{ % s de Wetste nahurlgke X zodal DB x geldH
d
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De maner om dl\’ Fro\o\eem 5 5}emo}i5c\1

aan *}e Po.k\fen s —-Zoa\s 20 VaaK— €2n ormali-
Se_r‘mS von de Probleems}e“ine)', in dﬂ' Sevo.\ \(om\'
do} neer op een Forma\'lsef'mg van de eind condi-
Jie. Hel s niet voldoende te eisen do}l na Q?\mp

B x 3elcﬂ, we moelen ook ‘\c\‘ u:\‘dru\&\ﬁna bren-
gen da} het de Kleinste x i3, dwz. we vnoeten
Jevens eisen dot B niek gad}y voor eventuele
Yleinere no\\ru.ur\gke Seh\\en. De analoge Boolse
wibdrukking in ¢ wmer B c\canclmdehg, \widl de
?orme\e \,adru\«\(ins voor on2e eindcondilie don

ook
(Ac: 0gecx: 1 BE) A Bx

ﬂ\s —'200\5 hier he\' seva\ s - AQ einAQond’;‘ie

een cori')unc-\-'\e is, kar wWen soms een ogeschiche

invariant Vinden door van de eindconditie ¢één von
de lermen van de c.or\\')unc\ﬁe weg e loten: de

‘\hvorio.n’r moc-ﬁ tTmmers een Verzwa\ﬂ&'m vor de

e‘mclconc\i)ie 25\'\. In di\- Bevo\ suaaereer\‘ deze
methode om

4% (Qe¢: ogi<x:Be)

ols jnvariont e \tie‘zen, le yneer daor de initiali-
Sakrie x.=0 Irivical P doer 8e\den.

No deze keuze s nog maar heel weinig

inventivitell vereist . Ui de opmer\ﬁns dat
de waarde 0 veor X nier te Sroo\‘, moar
we) ‘C—: \(\e.‘\n Z ot \(unnen ‘asn, Comn c\uderen we
da}t het programma de woaarde von X  woekr
kKunnen ver%ogen. De invenhiviteilt bestaat nu

wil het voorstel ons daarloe e \oePer\(en Yok de

&SSiShmen"‘ s\-a‘emeﬂ‘ Xiz X+ 1
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ik ]eid)r onmic\c\e\\ak -\-0\- de vrcxcxs onder we“\'e
beginc.::ndihe X:z=%x+1 leidt doF een eindioestond
waarin aoan P voldaan is. “Directe Joepassing
van hel Pos}u\ao)r von de assignment shtaferment
levert —onder inachltname van de de?mi}ie van

P — ons de ui\'sprao\k

iU x: in} {(ﬂ:\_c 0g<d< x-\r'\:w’B{)-S
y Xi= X+ {’Pg
A

“Rovenstraande begsmcond‘u\‘\e \ack zich echler
herleiden :

(a.f‘: 05 X 'I'Bé)

= {de?;nihe von universe‘e quanhﬁca}ie}
(Re:0gé<x: 1 Bé) A1Bx

= {de-ﬁn‘.}ie von P
PAABx

waar it w3 door subshitubie aﬁeiden de ui\-spr‘aa\c
D int {P A ABx§; x=x+1 LPYY

Onder voorbehoud van \oeeindisms leverty Yoe-
passing van het ?os\u\qa\- von de re]oeh}\eve
stalement ons het Vo\sende -—aeqnn&eerde— pro-

gramwmo  op Voor \inear search

{Irued

x:= 0 {’P}
>80 1 Bx - xi=x+1 {Pjed
{PABxY

OP anc\ van de de()ini)ie von P is bovensicande
eind condibe immers \‘)u.zs}' de eind conditie it de
i;mc)-ione\e s)::ec‘a{)iaz}'-e voor linear search . Rfls

het Sewao:ﬁde anrwoord ig, Xan he} heeindi-
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9ings argum ent gev oerd worden wmet Eehu\]'a Von
V€= )( - %X (\/ers}erk hiervoor de invorio.n} me}
de neveneis O0Sx<X.)

Noot. Merk op, dat er niel hel minste bezwaor }eszn
beskl.o} N var‘:om'} 0? beesndbin&sargumeﬁ+ he\-
eindantwoord }e belrelkcken. ( Einde van Nook. )

e moraal van het bovensraande is do} een on-
derzoek n cpk\immendg vo\aorcle oNns 2N mini-

uwn wao\ro\er \evert die aoan cken oF ondere voor-
woarde voldoel; omogkeerd levert cen onderzoek
i o.@\e.mende \ro\garﬁe oNnd 2ernn MaXimum Woor-
de. (D} olles na‘u.urla\a in de verondersieling
dat de gezoch-\*e woarde inderdaad bestact )
De wmoraal is h‘:e\‘ c\‘:e\o, ynaar 2o ?rea‘uen¥
-\oqus\oaar- dal} \'15‘ eer naam verdient: hg stoat
bekend als “"“The Linear Search Theorem”

(Einde van Voorbeeld 0.)

Voorbeeld 1. Reschouw de ?unc\-icme\e sPeciﬁcq-
Jie van het programma  Square roo} , do} voor
no.\uur\:j\«e N “de naar beneden c\?aercmc\e
vierkom}s worrel be]oo.an‘

LN, a: int

fN=N' A N30}
> Squoare roo}

IN=N A a2< N A Card?s N?j,
A

Een Q'@(or\'inq_voor ?unc\ione\e smciﬁco.\-\es. Boven.
sroande ?unt:}ione\e. sPeci?ca\ier ookt dui c\e\B\x
—Ylgkens 2gn eerste regel— dal  squore roch
Zich Q%Pee\}r n een "roes?::mc\sruimk opgespannen
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door -}wee in\'a‘ggr varia‘oe‘en N en O . ’Begzn- en
r

eindcondities uk¥ern door middel van de Yerm

N= N' echler wi} dab von die Jwee N helemaol
nie\‘ 20 varia\:e\ 15 ; Squ.o.re roo* dien\' stN AN
Cor)*> N 4o hewerksleligen onder de bGvoorwaar-
de do} de waarde von W onverleh \:59 (Hier-
door wordt cen qt-qui—<'.~.~,:~\o'.ss‘m_c3 als h&-.:‘\‘,“-;'\”,
die we\ a*s N A <a+-\>1> N beuoer\‘(s\'e\\is\', ver-

wor‘oen.)

Owm niet de naam N' e hoeven imtroduceren en
niet ba onze uﬂ-s]:r'aken steeds de weinis interessan’e
Yerm N=N' mee }e hoeven zeulen, voeren we de con-
venkie in dal b3 Fumc}-ione\e s)—:ec'\{?iccdie.s,wqcxrin
de \'oes}andsru\m'}e e} \o\o\ en Pinmenblok gede-

‘nieerd word}, de variakhelen geintroduceerd in
het buitenblok n hel binmenblok ols conshant
beS‘c\ncw.uocl dienen 32 worden. Vo\sens die conven-
Fe moaq de ?unc!-‘aone\e sPec;?‘.m§‘n van Square root
dan als vo\s'l \uiden:

“: N: in}
5 L a:int
{N>o0}
3 squore root
{a*s N A (a-n)’} N}
B}
3

en in alle condities \\oe@ de derm N=N' niet
meer e.xp\icie} vermeld Ye worden. (Binde van

Een o.s?\(or';\na Vooy Yunc\-‘none\e. 3§:>ec:\?|‘ca¥les.)

Omdat wit de eindcondilie en de monoltonicitet
van et o\w&c\mo.‘}' vo\3¥ da} de qewenste <eindwaor-
de von o her Weinste naluur\':‘i\e Se\-a\ s,
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WAATrVoor (Q-H)a> N“%:.\d\‘, \(unnen we onm‘aclc\eug\v

"T\'\e Linear Sec\rc\w eqrem ! ‘\—oepussen en cCcan-
- cluderen dot

a:=0 c_!_o (a+0*(a—n):§ N oiza+1 P_A
aon de Specig:-cahe. van  square root voldoet.

Oggcwe.. '_BewSS de correctheid von deze \ackste
oP\ossma direct, dwz. zonder von “The Linear Search
'ﬂ'leorem e\:\ru\ik 4e Vno\<en. H'm}". k‘,gs G\S 'mvc\riom}
a? g N . Einde van O'P.S"“’e')

Yoor gro\'e woarden von W  en dus Src\.e wik-
e:mde.\g\w. waorden van o s bovens\-GQn&e op -~
\ossms Voor square roo\‘ gveﬂwe\ rg\q\',e_? }Sé-
rovend. doordat o per s\as moar mel 4 wordh
0‘393\'\003({. U\} overwe ‘u\‘\&tr\ VO Q?—Bc\encﬂ s
het daorom ‘unkreﬁon? wit e zien naar een op-

\ossmg WOArin a ek 3ro¥ere s\n‘a?en s\-\?jsen
kﬁn.

Fls invariond kiezen we
P s N A SN A 0Osac<b

waarvan de cerste hwee Yerwen verkreagen SN
door in de oyaegeven e'mc\c.onc\';‘rie e ui}g‘u -
k'ms Q41 door een nicuwe Var‘:a\:e\e \o 3:e
vervongen. Hierdoor \'\ee{?‘} P de inYeressante
eisen scha da\‘ ’P/\ b=,0+1 de QP Ve
eindconditie '\m]:\ic:eeﬂ ., 20da} ons doel wererk:
an worden el een rePehheve stotement met
P ols invariant en b ard als Suard.. (e
\aa\s)fe -\-erm 8ee-Pt een Verdefe_ be ef\tins vVomn
he} woordebereik @ we g kenﬁe\.:“;: niet ge‘mkr-
esseerd N nega¥ieve wo.qrden VO O o \wcﬁ

s kennelyk de \oedoe\‘m3 do} o het ontwoord
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b \nel- Qﬂ*WOOrd Van boven
benader¥. ’BB de '\nvoer'u'ns voan nieuwe Vario.\oe\en

is hekt q\\Ed vers\‘andas evidente

e vermel

von heneden en

renzen exp\ic]e‘r
en.) Voor square rmgr wordlr nu
de siructuur Sesux&gereeré'-
ILo: in} {N;OS
] \ozwer\(s}e\\is T

;bewer\ts\e“.'as b= a+1 onder ;nvarion e
von YV

{P A bzoxs, dus §
M {orgN A (ardi< N

Voor "be.u.‘)e.r\ts\'e“ig —pa zouden we kunnen kie-
2en

@:=0; biz1; do bbb g N> bizb+1 od
maar dan 20w "bewer\(s}e“is P’ net 20 \om3 du-

ren Ot\s one owm e??iciencﬂre.c\enen vemorpen
eersle o?\oss‘ms‘. Koryom: b wmoet veel harder
ormhoog , moaar we vnogen —zie P — does} Yoestoon

dat b {’\‘m\ over het antwoord heenschiet. Tn
F\aa\s van met 1 verhogen, goan we verdubbelen:

O.::O',\D:-.-‘\; (.';\2\'.:*\0;{“ —%\O'.:.Q*\D _O_é

Hier wordt niel alleen b verdu\o\oe\o\, maoar,
omdat a=0 nog se\d\-, cok het verschil bea;

i) "beuoerks)fe“ia bza+14 onder invo.rian)ﬁe ven
P” wordt dit verschil ecuenveel vnalen 52\'\::.\\1@2&1.
"_’D‘u\- \eicn' "\ro* de Vo\se-nc\e. o?\ossin‘a \Vi-1-3g

square roof —een en ander me} vrg vo\\edige
Omno\-alﬁe.- :
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IT b:‘m)t{OS N}
: =03 ka1 {a2g N AN Osa<b}
;do brb SN bi=2xb {a?sN A 0sa<bl od {P}
;égb#a-!-'\ —
\L c:int {'P/\bqk Q—M}
s ez (avb) div2 {P A a<c<b}
W excg N
{2 N ABSN A 0$C<\>,dwz.’P:E
a:z=c {P} -
] exe> N >

2

{a?sN Ac?>N A 0ga<c, dwa P2}
b:=¢C {’PS
2 {P}
I 1Py

o_d_ {’P/\ b:a-\-‘!,dus's
N {02 N A Cas)'> N

Opoaven.

Veriyieer de \oove.ns\'aande o.nno\-q\ie._

Vind Vvoor de eerste repeh\'\eve stolement
<LEen \oeeihdisinssorgumen\n

Nind voor de Fweede re?e\-'u\“\eve. sloremaent
cen ‘:4>e.eind13insso.r3umen—\- do} cok valide 2ou
2Gn indien de 9u.o.r<:\s von de olternaotieve
S?C\‘remen“‘ beide door Yrue zouden gn ver-

vangoen.
Lao} zien da} P versherkt: mao, worden ok

PACE: 30 (b-ad=2%)

L aat zien do¥ daarom “e:= Ca+h) div 2"
mag worden vervanoen door "e.z=Carb) /2’
(Einde van O"Jsaven.)

Was in ons eerste roaramma  — Yhe Linear

Seoarch — hel \oe'nocli&c\ Qantal s\asen ae\.ﬁ\« aon
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\[N, In ons nNieuwwe Prosrqmmo. S C\o.)r Qqn\'o.\ even-

reclis mek \oaN

ngerkin&, \-\e¥ nieuwe Prosrommq 'S een aan-
pessing van de G\gor;}hme voor Ye}l vastsielen og?
een geogeven woorde Yn een aesor):eerc\e \55¥
voor kom!, die bekend stact onder de naam

"'B'\har:j Sectrc\'l " en d'se_ \OA'QT“ \Dehc\nc:\e\d zo.\
worclen. CE'\hde Vo O?mer\(inﬁ.)

(Einde von Voorbeeld 1.)

VQorbted 2. :BQSC\'iou.ua de. ?unc}-ione\e 3Peci{?ica}'se

“.. X,Y: nt

5 Lz: ind {7303

; exPonew}\ahov\ {=z-= XY, z\e Noo\'&
hl;

1\

Nook. W5 spreken of dat X°=1 geldt voor alle waar-
den von X , dus ack voor X=0. (Einde van Nook.)

e +aak van exPonew\"m"ion \s b\g’kens G
anchionele speci%co}ie om eemn Seaeven ehal X

Y een nq‘ruur\S e macht Y Ye verhellllen. Onze
cP\ossinaen ‘?.B'n Se\:qsara QF 2en re?e i\-‘ae-ve s\n\'e—

ment met een Tnvariont P van de varm

P 2h= X'

die de \o\e'z‘uer'use. e‘.aen:':.c\nqp \nee@\r da} we wik
P A h=

magen cencluderen dot de cindconditie oeldk.

OEmer\'\anﬁ. Hodden we de eindcondilie s
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21 = XY

gesdnreven, dan was ook dif maal de invariant
ver\(regen door in de @indconditie een subexpres-
sie —Vhier de constom¥e 1- }e vervangen door
een nieuwe voria\ae\e. He\" vervangpen Van eer
derse\g\(e, \'35 w5‘ze Vamn s?re\xeh cmz‘uc\n\'\aowe "
constan}e Yom} vaker voor. (Einde von Op-

mer\('\ng.)

De initiele eldis\wezci von V zou kunnen
Wof‘aEh \oewer\xs e\\‘;ac\ docn" de QS‘S‘\Snme-n)l s\-o}e-

'r‘nenx's

Zz-=4 5 »\:: XY

>

ware het Y\\e\‘) dat in de2e vorm de wikialisadie
van de hulparcotrheid h de oF\ossm van het
oorsPrOh\( FS e Pro\o\eem verat. Owdat h mear
een \"lu\Psr'oo)r\ﬁeid S, mo gen we ‘1571 waarde
ook anders re resen}eren, en we Kiezen voor
N een rePresen *ie, die c\i\- ‘m'a\'io.\'\serinsspro—
bleemn ondervana}-.

Vo\sens deze chver&"\e wor&\' c\e wqqrde. VGan
h g_.)ere?resen§-eerd et behude van 1 lokale va-
ria\oe\e Ej . Na Su\os\-]\'uX'te KU\.‘\C“' de '\ﬂvqriqn\-

.,._qansevu\d met besrenzins veor Yy —
P 2. X3_%Y A 430

de o\qnvo\nkekgke e\dis\weid van P Xan door
224 ;= Y worgen \oewer\<s¥e“‘13cl , @n oaange-
Zzien y=0 = h=1 , is het voldoende wanneer
de don vo\sende. Tepe\-i\-'\eve. S\'Q}eme-n\- or\der' in-

vOori om\-';e. VO ' 3:0 ew e.r\< s\‘e“‘u 3’" Eeh en
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ander \eid* *o-‘ de Vo\sende o‘o\oss'ms Vvoor ex-
Fonen-}io}ion:

L y:ind {508

y 2= % LJ::Y {’P& '

; do Yk O — 2:=2 % X ;2 y-1 {P} od
{’P ™~ p:o, dULS&

-“ {'7-=X S .

Opoave . Veriﬁeer in het bovenstraande progromma
de annototie en ?ormu\ee.r el \oeemc\‘.smss argu -

ment. (Einde van O\o\sowe.)

’BOVBGS}'QO«hd ‘Pro roamrmo, ‘Vers} e Qan}q)
5\Q3€ﬁ oelgk aan Y, de \oeginwao.rée von 4y
die per 5\0\3 et 1 verminderd word} }oldat
Y= 0 ge\c“'. Maar we kenmen eﬁ?e.c)r‘»evere Mo -
Nnierem OMm een vario‘oe\e "\\-\e.in -\we \< G oen ".,zoq\s
halveren. Voor di} doel wordt cen Yweede variakele
voor de represea%-o}ie von hn ae'm\-roduceercl.

\'1:){D

Vo\sens deze conven}\e wer:“‘ de. woo.rc!e VOon \f\
ae.re)oresen)reerc\ e} \oe\'\u\P van 2 lokale varia-
belevw %X en Y - No. subshitulie luidt de n-

variont — weer Qanaevu\o\ et begrenzing veor
b —

4% 2.x9=XY A Y20 2

de o\anvan\ce\g\«e, ge\dis\neic\ van T ¥an nu worden
bewer\«s\-e\\iSA door 2:=13 X:= X'., lj-.:\( 3 weer

'S de opgove om 9=0 onder invariontie vown
“P e ‘oereiken. Voor even —dwz. Yy med2=0-
S \no.\ver‘mg VO 3 in \':e\- oﬁsemeen @n dras-
Yischer vnonier van Ver\asms don Y= 3—1 5
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de invariantie van ¥ s gewoar\oorsc\ wonneer
}‘ra\ver‘mg) van Yy gepaarc\ So\a\' met quoadrate-

\"ina VG X

Door *oevoes‘ms von de P niet verstrorende
9uorded command

(.3410 AN bn;o_f_\ 2 =0 Xu=X*x; tj:‘:b/‘?.
\<r58en we in eers\'e ins‘romhe voor exPonen-\‘m}‘non

iU,y it {7503

3 2:=21 X::X‘,bzz\( '{_’PS

3 t_:\_gi ‘:j:,éo — 2= A¥2 3::3-‘1 {’PS
1 L:):,".O/\ 53_@2=O—> X-.:)(*X‘,:y.:b/’l {’?.S
od {PA 5:0,0\\.\53

{23

ma veel eHicienter \<Umhen werken ) v\. wanneer
Zo mog)e\g Q“'BC\ de Jweede 9u.orc\ec\ comm omd
voor un{}voering 206 worden sese\ec-\‘eerc!.. In
bovenstaand nondeterministisch programme. is de-
2e winst evenwel niet Se_ojaranc\eerd , omdal ol-
\-Sc\ de eers)re uo\rdec\ ccmmc\ﬂo\ 200 \Runmnen
worden Sese\ec cerd. De winat kan evenwel
worden Q(—’Seduoonsen door de eerstre Suurc\ ‘e
versterken emn hem te conjugeren wmetr de neop-
Vie von de Iweede , 2odolr de cersle mose\s\g\nead
alleen 6e\<ozcm word} als de hveede nietr van
)roepassins is. Qaﬂsez‘.en — g di} wal -

(430 N(y$0 N ymed 2=0)) =
(bm&c\'z#o)

\leidt deze uiH:omnmj van hetr nondeterminisme
-—-di-}-moQ\ Zonc\er omnO'\-ahe- *o*

Voor ?rtolre woaarden wvom \\/ 2ou dir ‘Prosrom-



TP-24

\[ Xt in} 3 2= xu= X A ;:):.:Y

;9.9. ‘3’"‘;’92%0‘5‘2‘-:)(*2;3::3-1
[l ‘j'#o N 3*_'13_5_‘220—'>x==XxX33~.=3/2
od

Bl

Men \w\h nog op Q“er\e‘n nmoanierer Probere-n oen
bovenstoande alocrithme voor de mOC\w}sverhe?ﬁn\g
de “versnellen” Zo s de \Dere\\'en‘ms van hel oro-
duct x + 2z de eersie Reer njet nodis omdal z=1
en he\' Produe* Aus =X Is. Zo 2ou men kurmnen
"Pro\oere-n e exp_\o‘a‘l'e!‘en dq}' ohm‘ndde\\‘\( no.

Yz Y=1 \<enne\8\< “ med 2 ae\d&-. \ zutk soorh
roa‘msen molen de proarqmmq-\e\fs\' wo.o.rsg'\\ah-
Gk winder ove,rz'ac\ﬁe\B\« en in ek geva\ een

S\'U\\‘ \Qnser. ’Bovend‘aen ‘257\ dQ\' SOQT'\‘ marsinot‘e
versnelingen ho}uur\g\c \'ruime\wer\ nge\e\seﬂ
%y de winst die we oeklen b5 de overgang von

een \ineaire noaor een \oso\ri%misc\we Q\goﬂ“\me.

Er was een @A do}, koste wal hel kosh, het
snelste pm%’rammq construerern oo\d olg de
hoogsie wiysheid. Dit is nw 32\»\&«'.3 ochierh aald:
wg welen nu datr de Wet van de Verminderde Meer-

brenast 2ich begon e Lreken, do} de Pras von
apbreng £ 3
Comp\exﬂ-e‘n} n':e¥ \'toos 8enoe3 kom worden gesc‘no},
d.o\' CQmPQC"e e\eso.nce \Jee\ be\onsr\g\(er 1S en
da\' we er vee\ Vers\'Qﬂc\\Ser aan doen de \<m'\-—
me“-\‘)es e lalen voor wat ze zgn. “De keuze von
de opede Q\Sbri“'\me zet veel meer zoden oon

de d{n_:)k. De e\e ance VAan 25n ro rormmo\‘s
onderscheid! c\esva\sman Vo df c\s?\e'\‘\'ank

(Einde van Voormeeld 2.)
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HQ‘{’ arro.:

Ran onze Progrommanc‘rohe ontbreek}t nog ieds
heel we‘zen\aks. De ‘m\-rodu.c}'-e van de reFe}} eve
statement waos 8emo}'-veerc\ door de ouerwe%:ns
dcﬁ een \\’or“}e roarommoﬁ'eﬂ '}o"’ een w't“e zuris
\oma durend re{ien):.roces Qom\e'-clirlc) moet kunnen
geven, Eenze\?de soort overweging ver\an5¥ daot een
korte Froarammq}eﬂ een wi“e\ﬂeuri e hoevee\he‘nd
9egevens kan bewerken. Voor ons belekent dit, dot
dezei?de PrOSerrmlfeﬂ 'be)}rek\ﬁnﬁ moel kunnen
hebhen op een Yoestandsruimte von een willekeu-
riS — Maar om prac\-isc\ne redenen wel e‘mclif)__
aantal dimens}es. ZO\QnS wq —2zoals *o‘} n""j Yoe ~
de indiuidue\e C.oor'd'mc\)len van c\e '\oes;-cmdsruimlre
stuk voor stuk in declaraties moeten opsommen,
W unnen wj nooit aan it ver‘anﬁen vo\doen.
\'JB z2ullen doorom onze proSermqno¥a¥ie de
minimum ULiHoreidins opven die ons in stoal
stelt \n een enkele declaratie een w'-\\e\«e.ur‘.a
oanial \n#esers o? booleans de introduceren.

Wo, zullen €én en ander cerst won een voorbeeld
4oaic\n4en.

Zo \De\ne\s’t de. Qomhe.() von een g)u.nc\'ione\e
sPeq}Fica'}ie
I NG ind { N3}

j, i?“gc': o< < N): arroy c_ag int

dod de we_sge\o)ten rest ervan \oesrepen moet wor-
den n een cons’m—n‘e omﬂevknﬂ bes}aqn.;\e wit
de Pos‘.}ieve 'm\‘e\aef N en een r5‘be. Vary N
‘wﬁesers, resPecheve\B\c P(o),?(ﬂ,_..,?(!\\-‘o o -

naamd.
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O‘p_merkmg. Tn hovenstaonde uines kom} de noam

¢ , die voarkom}t in de declaralie van ? , niet

meer voor, Leze ¢ n de Pro ro.mmo*Qk* s dan

ook een duwmwmu: de hweede rege! had voor hel-
: I 3

ze\fde se\ci

; Plx: <x<N): array of int

mogen \ uiden.

Owmdal wS ons 1n dec\uroﬁies von arro:bs
2ullen \ge\oe.r\«e.n Yo} duwmmies van \-:er integer ,
slore\<en w; o? in declarcyies van arrays het

e

Pe vOon dummies nie)- exP\icielr le verwmelden.

Tinde von OFmer\(ma.) M
De '1n¥e?ers P(D), ?(“),...,?CN-O helen “de elemen-

Yen von he arroy ? en ¢ heel — voor 0$£<N—
de "index" o? "Su\)scrip¥" von elemend ?CC) .
Voor era:j-e\emenkn M onze Prosro.mmw\-exk

luidt de synkax

< Orra_xj e\emen)r) iz < naarmy (('m*eaer expres:‘sie >)

dw2. de naom von het arra 3eu013d door een
FHussen hcm\:}es BeP\qus‘}e nraeger expressie ter
definitie vonm de bedoelde indexwaarde.

Om ie loden zien hoe we met arrays en hun
e\emen‘\‘en kurnmnen werken vollooien we de ooven-
gegeven aon \-.eF-.

\[N: int {N>,13

; ?((':OS("(N): array QF int
> “: s: int
. summotion
{ s=(S ¢ 0sé<N: PN
1
1l
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dwz. in de einddoestand zf\‘j de woorde von S op-
\S‘R aan de som Von de 1A eme.n-\-en Vv Gy ? . VOO!"
onze ‘qurio.n} v \(ie'zen we

% S:(_S_é:osi<h:?<()) ™~ OSH-SN .

ve_r\freﬁen door op voor de handliaaende wze
n de eindconditie de constante (\i;j door een
nieuwe \JQr‘i&\b@\e, 'ZQS n o -\e vervanﬁen 2n 19n
waardebere; op even voor de %andlie@%nde wS?.e_
EFQn en onder leidt lol de \ro\se,nc\e

‘e begren'z.en.
op\ossmﬁ voor summalion

“—_n: ink
5 s:.=0 5 n:=0
;é_o_ h# N - 9= S+ ?(n) 5 Nz NEA Q_é

i
(?gome Voorz‘ue bcuens¥aaﬂde QP‘OSSinE) voor

summarion von annotabe en doon oan dal deze
Qnﬂo*&)-ie c:orrec} is en JYoereikend om e Ee.w&?.en
dal} hB inderdaad aan de {lnchonele sFeci?:ca}ie
vGan Summu)ﬁon vo\c\odﬁ Einc\e. Vo Q‘sacwe.ﬁ

Opmer\cmé. Een ﬁmchone\e sFeciﬁca\-ic wordt
m;ereisend -of “sterker '~ als we de beainconditie
verzwakken, 2o kunnen we de E.-nc\'ion;?e speci-
?.‘ca}»ie VG summaltion versierken door de be-
Sch.ndi}-’\e 1ot N20 Ade verzwokken. ga no.,
da} bovensteonde o \ossin3 ook aan deze strer-

FAOG‘* \IJQ\\(Q oP\OSS‘|n3 VO\AOE"
we\ a.on cle oors?ron\(e\s\(e Sfec'\ icoA‘se Vo SumnmmGe-
hon waar niet aan de versierkle® (E'mcle von
OPmerkin3.>

kere sPec‘.@ catie vo

Tn bovenshtaande oPloSsinj voor Summation heh.
oen we s\'ie\mm Se\omi\ ‘3emo.o\<\- VAN een nog niet
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gegeven u.i}\ore;d‘ma von de 55n\-0x von }n\'%er
ex)oressies. Ne \Df‘e.‘.c:\en \'\'nerxoe de sbn\'qx Voor
een in*?o\c’ror wit tot

< 'm%?ac*o:— >
= < ncﬂ-uur\a\( 8e¥o\»

PR —

I < VIQGm D>
\ < arra e\e_men}>

| (<integer expressie>)

In het bovens}uo\nc\e. voorbee\d he}o\oen we met
“arro 3? int " een rgbe \rﬂ'eaers Sain\roduc.eerc\_
ge\nee onaloos kunnem we met "o.rro\; 2[.) Yool
een ere. boaeoms introduceren. e Po.ssencle.
uu.}\ore'.dins van de 53n¥ox voor Boolse expres-
sies 3esc\wied\‘ door een nieuwe VerS.chgninﬁsvorm
-\oe. -}e S“'&Qﬂ v oor de ’Boc;\se. \or'-mor:) H

<Boo\se PfiYﬂQfJ)
== ‘\'Tu&
| {-)o.\se
| <noam>
| <array element>
| < in*eﬁer expressie> < re\oF> < ‘m\eao.r expressie>

\ (<$oo\se ex?ress'ue))
» »
¥
Als voloend voorbeeld beschouwen we de Punc-

}ionele sPec‘u(’icoA“e van mox\OCoJi‘uon

\L M:int F(c".O££<N): arroy c_:_{? i}
oL Y int { N2ad

maxlocalion

" fosk<N A (ReogieN: P ¢ PO
1
1
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Merk op da} de eindconditie , oezien ols VQ"SE\B\““q
n k vaniweae N21 allad o(g?os\oao.r \s , maar do

deze oP\ossinj niet uniek hoeld de egn. \Jﬁ kunnen
dus verwadchyen veor maxiocalion een mondeterminis-

}isch programma Yo vinden.
OE&EVQ- @e? een voldoende voorwoaarde OPdc“-

de eindwaarde von % wel uniek \oePaq\d 25.
(Einde van OPSQve)

\!oor onie 'w\vor'lom)f ,P \\’\ezen we -—Q\s in Ons
vor\q: vgor\oee\cl.-— na '\n):rodAacX'ne VAN 2ern nNituwe
s _

variabele n

P. 0gk<n /\(Qc‘;oskn:?(a)s?(\rz)) A Agng N

die op Srond van 2571 chs\ruc\":e weer de conclusie
we‘HﬁS“ dc\* can de einc\cond'a}'\e S Vo\c\&qn indien

P A n=N 9e\d¥.

Omdot ~ 90 dil nal—~
PA N A PDPOD 5P,
welr\-'\g'\ he\' tos):u\qal‘ von de stishmen'} s’l‘o.-\-em ent

de LAi’rSPraq

N ¥ indy PG 05i< N array of ink
{PA neN g/)\ JORRLLN! 5 2%
; ey
v
A

/Bove.ns\ocmde u.i’:sPrcm.\v( verlre\“r ons onder we\ke
nevenvoorwoarde de ver\-.og.n rni=n+1 de ge\dis-
he‘.d Von P nie} Vers-\-oor}. ‘%oor e\leﬂhe\e aan-
’Pmmf‘) van Kk - Kunnen w5 ?_oraen dat ook awn
de2e nevenvoorwaarde voldaan 5. Er ge\d\' nt.
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—-dca'r)\f.?.i‘j \we* Fos\'u\ao‘r VG ée QSSianmeﬂ§‘ ‘slrc.}e-

ment “en de Ironsihivilelt von de relohie g —

“: N k. n: int ¢ ?(C.':OS(<N): QArroy 9? ind
{P A ngN A PO PO

M = n

{ Pread

1

Oﬁgqve. ',Bewfjs bovenstcande u.“\\'sproo\\«. (E'mcle
van O‘oao.ve D

Com\aina)r‘ne VO \faovens\-aande. observo&ies \e-
vert voor waxlocotion de oF\oss'ma

n: n: int

5 %:=0 ; nis

» dongEN \E{’Cn).ﬁ ?(\0—-—) s\ﬂ‘a
B@(n) ??(k\—»\(::h

n=n+d

)

od
A

Ogﬂaue. Voorzie hovenstaonde oP\OSS'.n van de
nodige omno’\-o.-}':e. en uo\’roo‘. het correct eids be -
\»33. CEinde van O?Scwe.)
¥ ¥
*

Trn beide bovenstaande voorbeelden was het
arroy P constant en had hel Programma slechts
de Yook de waarde von een varia\oe\?e van hek \3\92
inkeser Fqssend te \oe]:a\e-n —n het eerste VOoor-
be:\?:le de waarde van 5 , in hel hweede voorbeeld
de Lvaarde van \< ~ . \We Saan nw eev voo'r\bee\é
behandelen woarin het programma de waarde van
het Gfroy moet berekenen  dwz. ‘aonod'.f) moet aan.

\Passen oFdQ‘\' aan Cle e‘mdmndi}ie Vo\do\qn 25, Dit



TP-o1

1S Frogrammo-. u‘)sor\' . WOOrvon de Punc\":o;ne\e.

SPQCI?\CCA’]Q Q\S VQ\S\' \uid\‘:

L Nk ‘[N;;‘l}

» ": ‘F((Os{((N) erafj ink
{ (B ose<N: g@)&fxg
, wpsory

{(E@c': 0sc<N- (-)(())z x FaN

N B¢y ocicinagj<N: £ < {’CJ))}
1l

Laal ons eesst deze ?unc\ione\e s‘:eciﬁca%e 2or0-
vuldia onalyseren. Voor een ocaeven orroy
P(e:oskN) duidt  (Be 0N EE)
aon die men Vers )’ door de
P{c‘:OSc‘*( NY in een hac te vergareﬂs de canston-
}e X wit ‘Oe"smﬁ en eindCan\ihe SX‘QOA‘ dus voor

1= e b&ﬁ waar N 'm‘rﬁsaers N Z?‘}"‘en. ’.Begincon_
dite en «aers}e r'ege\ van de eind ccmc;\‘»}ie \Oren en
dus Yot ui}dm\«\ﬁns dat verscxrin3 von de Se}n“en
wit de rS ?(C"-OS*C'(N) Voor en no ui}'voerins

Von u)osm* deZe\Pde \005 orlever¥, wiaw. da} de

ui¥voerin3 von upsort  den ocanzien von

Sc)nn% F(c':OScKN) bePer\c} is Yot een -
‘otie —dwa. Vemnder‘mj van de vaborde_— van deze
Se;-qnen. ’De }‘WGQC\Q ‘re.ge\ \ \- -?ormqe} VQs\’,WQQrC\Qn
de ui’reinde\g\ce vo\sorc\ca ien} e voldoen: wik-
eindetﬁ\( dienen de aex'o\“en in de rE) ?(C:OS(\’N)

daorin N o\o\«'\irnmEnc\e vo\ ort)‘a voor )re \<omeﬁ.
(Onder\ing 33\5\« Se\-cxnen n gel- I:Sije hie¥' uﬂ es\c—
Yen ?_Snde, 1S ? na Q@%E 29,. "Qscending " ﬂec\n}s

als 2e alle onderhnj verschillen s hel resultaat

2‘3. h'\ncreasma ".)

e \:mg
N \cje}'c.“en wit de rS

de rB
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We ver\tr':'jﬁen invarion+ /P Ve onz2e OF\DS—
Sins voar upsoA door in de eindcondilie de
constonte 1 door een niktuwe \J'OAT"IO.\OQ\Q , 2@5 9,

te vervangen:

P (Bo o< N LY =X A 1sqsN A
(Bc',\j:0$ <‘<J PN q-<\3< N ?(c') N F(\)))

2zodat we wi} YA q=1 wmooen concluderen, dat

caan de eindconditie s voldaoan.

O);gmer\(ing_ Onze \(QAA?Q. v Gn /P { L:\‘ er wi“e-
keuria- Dot s hag ook. Br wgn ve\% Qﬂde?Q kewzen
voar P mOﬁelSE; 25 ‘eic\enqlo'\‘ ten mins*e 20-
veel o.ndere_oPlossmgen v oor uL‘DScrr)' . de ank-
wikkeling van sorleerroulines s een vee\kep\oggde

akker. (E‘m&e, vGn OPmer\tinﬂ.\)

Hetl loont de woeide om, veordal wio verder opan,
‘anjvu\c\is te ano\‘jseren wot vooral a'je Aweede re-
Sel VOn ’-P Frec}es \oehe\r} \Jc\nweﬁe C‘$J< N

staal ?CJ) voor een van de laalste N-o\ Se\'o“en
wir de rd ?((‘:Osk N); vanwege OS(< ) behelst

P dat geen VvOn deze laalste N—c:\ ae«’ro. en eraens
door een grokre wordt voor0€ eaacm. Mek angere
woorden: de dee\rg E({]q SJ< N) ee@- 'ijﬂ de?“-
nilieve waarde, zodal het vervo\g von de bere-
kening zich o) @@n eventuele \oermu}a\ﬂe van

€(£:0$£<q) kon \oePer\«zn.
De voor de hoand \153encle shruckuur voor u.Psor\'

I3 N

L q: int N3 qi= N{P}

M ‘i‘.?. q:ﬁ 11— ”q::q-‘l onder 'unvor‘mn}ie Von P ’_Cé

B
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\lanwege el ?os}u\qa\ von de OSS\&hmen‘\ ro?? dee
struckuur interesse op in ’qu . Nuw ae\cn %ﬁt

mekt
R P gkt A@G0sicq: FOs{lg)

szg“""-- ga. deze ui‘srraak 'z_orsvu\dig rna. (Binde van
O?Save.)

Om de hwee eersle Yermen van "X hoeven we ons
nie\* zo te be\«'ommeren . de eerﬁ‘re s de ‘mvo.rion\'
en de Jweede is de quard.. Het is de lackste x-erm,
die onze aandachl ver3¥-. h:‘j behelst dat ?(q-ﬂ ,
dwz. hel laakste aetal van de c\ee\rS ?(c‘: 0\<£<o|),
niet wordt voora gegaan door een t\drokr aeh\.

Dit is het moment om ons de E’unc*ione\e
s eci{)iccﬂie van mox\oco\}ion te her‘mne.ren:
de eindcondﬂi@. van max\Oca%ion drukct uﬁ(do}
k cen zodonsae waarde heef}) do} F(\?) een
maximale woarde wit he} rSJe. s, Hel enige
verschil s dot we , inP‘ao?rs van n het rS)'Je.
F((‘:OS(\' N) W oAV oor mak\occz)ricm ge?of‘—
mu\eerd 1S, nw N de \Qo}s voan €en mMmaXi.
mum von ‘el r\i‘jbe P 05i<q) TGN opinter-
esseerd; voor ons doel passen wg maxiacation
aoan ddoor over Ye 3&&ﬂ c:]:) 2en VEersie woorn
N door A is vervonﬂen. 9e\om‘.\r Vo een
Q\dus aQﬂSQPQS}'e versie vonm m&X\OCQ;EOh
siell ons dug in staat om

(R osicq: P < P0e))

e \oeuoerkssre“'f)en; rmoaor ons doel iz de lackste
Yerm van R

(QC: 0S¢<q: g)(i)s?(q-*\))
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door verw\sse\'m Van e\emen'\en MG \02}' r‘ﬁe
(c':0$(<<:]‘> Je %ewer\<5§e“i ern: de "nieuwwe

{(q-ﬁ worde ek’kgemao\«)r aon de "oude” ?Q-{)_
n her rﬁﬁe 3?(36: O$€<q> dienen de wearden

me¥ ndex < , resP. 0\—1 verw‘-sse\c\ 3t‘Q wO\‘dEn.

Verwisse\m VO *)wee Q]Qmen'\eﬂ VAN Cen
orrau s cen”2oveel voorkomende opero}':e
dat We er een spec'.c‘\e_ stotement voor
inYroduceren, 9enaamd de "SNQP'. Ui\—voeran5

Ven

{): Shloo.}') (k, Cr‘\)

voert de in ons Seva\ Sewens}e VGr’WlSSe\inﬁ
wity als k=a-4 - dwa. de verwisseling von n
e\emerA me}' 21«:\0‘26?-—- s de u‘Avoerinﬁ VO
\ooven%fseve\m SWQP Verder equa\en¥ me\‘
een skip. Voordel we verder op deze apera.-
bie in&o.c:m . 'Zu\“en we eer:ﬂ* onwe \oe.\"o.nc\e\mf)
Voan upsor’r vollooien,

\t g in} {N?’\E; o= N {’PFS
> do gt -
\[k ink
N [[n:'\rr\'; k=0 n:z1
;do nk g > ':_??Cn)sgﬁa—zss\ufa

12C) 3 QS wtn
E_’E AR b
od
3
5 S:: swap (k,c\-'\) {(R-S
1 y 9= -1
od
h
* »*
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Voor de ?orme\e c\e{?‘mﬂ-ie voan de semomx'ne\< VOan

de swap —die een voorbeeld 1s van een 29.

"array modi—r‘;er “  hebben we een nieuwe nota-

Yie ﬂoc\iS. Ter 'm\e';dmg het vo\Senc\e.

TDe waarde van €en variobele von he¥ \:”-;e

"o.rrag 9_? “ s een ?unc\"xe aede?m‘neerd op @en
e‘mdig aontal 'm\?ers,die ‘e zarmen het 29.

"domein ‘ van de uncx'\e vormen, _ln g)ormu\e

worcﬂ ”&j en S 25n dezelde ?unc}'\e " ui¥3€dm\<\-

dOOr
(Aex ?(é)= 3(6»
waar\oB F(c‘): () 9ecxc.\'\5t word}t e %‘e\den

woanneer (¢ buiken beider domein va - zoiers
ols Ifonsed@gh'l&de OhSEdQ%n'leef'd " yoaor nie}
wonneer ¢ binnen hel ene en buiten her on-
dere domein vall -zoidds als ngedeir\'\eerc\:}:
Onsede?\nieerc\ “_ . me} die convendie ebhen

we oevoanaen dat voor odgkheid wnclies ten
\-r\'mfsb‘\e \nehe\?de domei% %noe\en Emeb\oen.

-

Onze interesse act nu wit naor een tunc-
e c;j , die ynoor h ee) we'\nig Vo o
wakt , bv. slechis moge\-" k unt 1 , pre-
J I ¥ é’
cieser we \DQSC\nouwen tussen ? €n 3 L

h oen p) de relatie
3(‘0):? /\(E\c‘:{%\'\:?((s:g(f}) .

De ?unc\ie die aan bovenstaande \oe}re\AcmS
voldoe} word aenolreerd als ({J, \\:P) . Bls h
behoor! Yo} hel domein van -? , hee?—} (?) ‘n'.T:)

hel2elfde dormein, anders s het domein van

(?,\'\P) het domein van {’, u;\-\ae\)re‘uc\ me}t het
Fun-‘ ho.
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Ui} bovenstaande deg)inihe vo\sen de re\enreﬁe\s

({’,hp)(c) = As (=
(F; hP)(c) = E(L) als ¢4h

Opmef\'ﬂ"‘g- De lezer die schrikk \09 het idee vom
e Eexpressie —z2oals (?;\-.-.p)-— die een ?unc"’ﬂ
voors}e\t, realisere zich dal hel idee wit de d;\?.
@,ren}icm\re\@ning eel vertrouwd is. (Einde
Van OPmer\rmg.)

Hd' Se\bm\\« von C?;\'\:P) \ooré\' 'n03 even wil-
gesteld; in verband me} de swap So.a¥ onze
onm}c\de\\a\ce interesse meer wit  naar een
?«Anc"‘le 8 die n "wee Pun"reh Vo heE do-
mein  van verachillen Yon , dwa. die Cvoor

2ekere h, k. P en q) voldoet con
g(M=p A glid=q A (Be dhnidk: Pd=g()) .

Oimerkinﬁ VOOI" h-;-_k N P?l_.o‘ bei}aa} 'Zo‘n ?_j
niel ,voor h#k v = bestaat 20'n 9 O‘“ﬁd‘
(Ende van Opmertﬂng.)

Onder de verondersteling h#k v p=q word}
de Func)r‘ue < die QGﬂ%OVEnS}‘Q&hde Yrek -
kina voldoe}! oenoleerd ols (f, h,\(:?.q) .
Ui}—q:vovens}aange deﬁn;\-ie vo\sen de re\«:nreﬁe\s

(?3\7,%:]9;‘)(6) =P als é=h
Eh.%:p,gd) () =q ols =¥
@ hxp,ad () =P als (Eh A it
Eh nw »\Qb\)e'n we \'\elt __'15 hed wa" rnoeivzZome
ereedSC\mP om de semanlek voan de swop Ye

e%n\emn. Voor een vo.r'\o\ae\e -? Van e} \jfe
"array _c,_? " 18 de semanltiek von ?;suoop Y, k)
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5e\5\< de van de overiﬁens nie\ in proaramm'o's
'\oege\ov)ren o\ss’@nmen* stotement

= (B 0% PO, PN

'ToePQSS‘m von het Pos\u\oa} von de asSign -
men} leverl de struckuur von de Q\Semene
ui}spmo.k over de Swap

\[ }l,\‘(: 'm* ) ?( ....... B:er‘otﬂ 2?
m%?;».,\“?cm,f(m)}

3 € swap (h,k)
{R3

3 .

Oxg‘goue, Toon cle\ju'\s\-heid cQon Von

\[.\n,k:'m)f', ?( ..... D orray of .

y J"’: swap (h,\
{R A f{’(h):{"(k)ﬁ

3\ VOO w"\\e\(euriﬁe R .

\"\awi onder de nevenvoorwoaoorde ?Oﬂ)=€(\0
?unc\ioneer)r ?‘. s\.oo.-]:: (\‘),\\'3 o.\s een 's\x'np R
een Sevnb ven deze s\-e\\'ma s dar 2uks ook

\ne¥ eval 1S onder de ﬁevenvoorwaarde h=k .
(E‘m‘ge van Owﬁgo.ve)

Oggove . Voon voor w}\\e\eeuriﬁe R de \Juis)l-\w‘na

Q0T van

‘[h,k‘.'m}_', (....B:Qr‘ra ok ...}
s et
sy-swop (h k) ; 6 swap (h, X
{RY "

U
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Maw. de oPero.\"\e ?‘.Swap(\'\,\(j S 15?\ e‘-.aen
inverse. (Einde von Opgove)

Ogmerkins. Mel o en V> varcbelen von he\'ze\@h
}.‘jPe ”er‘oxg g ZOow er Seer\ en\te\ \03\5c\~. be-
2waoor ’\‘QSQY\ '2.5r\ om VOOr arrays een qssian-
ment 5\'&‘\e.mew\' von de vorm @z W anze
pre ramwnoals Yoe e \cﬁen', wi} een oosfaun\ vV an
uniearm'x}ei;‘ 15 \')e\‘ 29\?5 oan):re\-c\ve\"\«. Om dwee
Pr‘OsC}“iSC\’Ie redenenn zullen W5 de o Gemene Os-
53§nmen¥ aan de array-variabele Zvenwel meh
indroduceren,

TDe eerste proc\-‘\sc\ne reden 15 da} in 2o Soec\
als alle imp\emen%%’ue)rec\nn'ne\xen de u'.\-voer'mﬁ
van een o.rrcxb—assisnmen\- a:=h n het alce-
meen veel en veel meer }Gd Yost don de m‘?:,
ger assignment Xy . @\\\Bd mel} een \m\?
ooy nooar de efliciency Von onze pro rommols
kykend | beschouwen We e wel als een
Pr‘.mi)‘wumﬁ vmoar de \}Bdrovende. oi=h 2eker
niet en hel zow in dib onicH" risleidend N
beide cpera\-\es op precies de.'ge\@:le monier ‘e

no¥eren .

De hueede Pro\c\‘isc}\e reden S do.} we on-
\'T\IdC‘Q“S\& zouden worden ui Qnocl'nsd om .
net als we b ‘mxegers en T%c\eo.ns hebben

edaan, Jroea.o.)r\oore expressies van he} Yy

Qrmg gf..." intreduceren. Moaar *erwg?e
by eenvoudige ¥5\F25,’zoq\s ‘mxreﬁer en "Boclean,
het aomtal zinvelle oPervoren 20 \:)eperk\- S,
do} e z2e \35 wgze VG SPT‘Q\(Qn "Q\\emm\ " inYro-
ducder}, is 55 arroys het hek von de dam.
Niet alleen is het daardoer erg moei\5\< cen

vero\ec\isbare Yeuze le maken Z X Tverson \neeﬁ



TP-29
het me} her on):werp von HPL ?e?rc}:eerd—- maor

erger nog is dar men devens de rege\s moet onk-
w\%\'e\en —en beheersen' — vo\32n5 welke zulke
expressies (5}:@(‘\00\\ i1a) \oewasvoer'm\gen) 3«2-
Y‘ﬂ&nipu)eerc\ en \!.oc)m} \/er?eﬂvoud‘\ d \(unnen
worden, (He} is don ook onse\om“\ce\jL da} van
APL- progrommals de correctheid word} &qngﬂoond)

(Einde van O?mer\(inﬁ )

Het ()orrno.lisme (?, H,k:?(\(),?(h)) der condui-
d'ma van het door de ‘modif\co}or ?‘.swonf: Ch W)
evormde arra is ¢ moeizaam om vee\ Se\:m\\w\'
@Q worden. We:%\e\o\ven het 9cgeven om Ye bena -
drukken dal dee modilicatoren heschouwd moe-
Yen worden aols operotoren op he¥ "92\1&\2"
arrou en voor de volledigheid. In de proklok
9 9 prox'y
beroep} men zich ze\den direﬂ‘ o) di" E’ormcx\isme
moar in ]o\ aols daarvan op stellingen , die mek
behulp van dit {ormalisme wel b&leren kun-
nen worden, \J3 Seven een Fao.r chcr‘:)ee\den.

(] ’De S\O}emen)rs ?:sm\g(h,\() en ?: swaPO(,\rD

251'\ se,mom}"iSc\-\ equwo\en\-.

(¢c) \[ h,\-(,'z,N: in¥ ?(c’: 056<N): array 3{, ink
{h=H AK=K A 222 A N=M}
5 f: swop (h,k)
bl A ks A 222 A N=™}
1

@) YL hk, N2 inke (i-o0gi< N): arrow 9 int
{PW=X A POO=2Y] o
5 £ swap (h, k)

{ “?(\'QP:X ~ ?(‘0 =Y}
A
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Gv) \{ h,k,2, N:ink 5 ?(C: SRR N): QArroy g? int

{2¢h A 2tk A PGY=XY
s ¥ swoap (h, k)
{2#h A 24k A ?Cz):)(}

3
v) \[ hk, N 'm‘}; ?(f:OSi( N) arroy Flf int
{0sAsBgN A Ashec® A Ask<® A
('_&c‘: Rse®: ?(c)) = X}
5 ?:Swa}: (h, %)
‘R(@f:ﬂﬁf(B:?(ﬂ))zxg
. ebe.

* o
*

ﬁ\s Volgend \roor\oee\c\ Vomn \"le)r Sehru'\\( vV Gon
de swo.\o zullen we €en ‘om%}mmma on‘\wi\<\<e\€h

dety voldoetr aan de vo\sende unctionele sFeci?'--
m}‘ue voor ro%-a’ri«m

L k,N: inb{ N321 A 0%k <N}
{, l[?(i:osckN): arroy o_{) int
{(R¢ ose<N: ?(eL.X((ku ) wod NS
. rotation
{(Ré-0gce N £ =X(D)}
1
1

Wo ]oe nnen  weer me} een 20T uu.\di e omo.\ se
3 fa Y
van wat e ?unc’r\one\e sPecigca e \oe e\s}.
Keﬂﬂe‘;-j\‘ mogen we de rS X(¢-0g¢< N) ‘denti-
?iceren met de e':ncswqarde van orro\b {2 A Un\‘
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de beg\nq‘ondihe vo\ax dot clle elementen van r5

X aamankelgk ook Wn Qarray voor\(o‘mm, maar
op een andere P\aa’rs.

LO@* Ons.'}lef Qna\jse vVan dej \D%‘nntondE\'ue aC\Qr‘-
wt  eersh de o era“xe "moc\ N e\immeren door
de SQ\IO\“Qn (e < N de Separeren Jan de Seua“en

(e e N . De beﬁmc_onc\ﬂ‘k_ wordt dan

(R 0N PO X G N A
(A N-kgi< N F(c‘) = X(k+i-N))

W3 \\’unne-n di\’ wa} S:jmme\'r'usdner oFsc\mBVen
me \oe\r\u\P VQan de conS\onk k jeaeven door-

k'f‘k:N

en door de vervomﬁ‘ms von ¢ n de Yweede ’\erm

door h-&j : \45 Vrﬁgen dan

(E\c'-. 0<i< ?(():XQ«H’)) VAN
Ay osj<w: Ll = XM

Ter verkorkn noemen we de deelrt X(\‘)-.osfk)
K en de deerj X kgi<kah) E\ Concate-

nalie voan rgen  aangrorven met ¢ a.e\djt dan
K= K-H

en lidl de eindcondilie  derhalve
{) = K. H

en de bgﬁincondi\-‘.e
0N K

Kortom: de de:'e\rgen H en X moelen “von
Plo.a‘rs verwisselen | moaac dabl hebben we don moor
wel }uS::.en ao.n\nc\\'-njs'ie\(ens 9e'ze\' orndot de dnee.
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dee\rﬁen n'.e‘ even \o.r:j hoeven 5,@ ?.5:-\.
Yoor een w‘n\\e\teurise rq Y van einchae

\ens}e duidt men me} rev R _van “reverse —

de r:'j oon wmet de'!e\?de elementen als R, doch
n omq;a\teerde. vo\éorc\e.. De o]:ercﬁ'.e fev \s
N

kermel ’LBn Qiaen \nverse , dwz.

rev (rev /R) = ,\Q voof e“-oe. /R

'Be\onsrs\ce.r s voor ons de sxe“ma
rev (H- XD = (rev X)-Crev HY |
die \eid\' Yol de Vo\Sende OFleSinfj voor r&o‘l\ion.

l[ X,:j'. int
5 X.=0 5 3‘.: N*‘\

; do x< —;.-?:swaP(X, )_‘, X:zX+4,4:2U-1 od
{ ?: rev X )-Crev H 973

5 X::\( ',:.j'..: N—‘\

5 (&: X < -—)? swaPCX,a); Xz X441 yiz=y-1 o_é
{B= Crev ¥ - W} I

« %:=20 > U:: \(—1

)

‘,ég X<3—> g:SwoP(X,n)'JX‘.zx-}‘\ , B::a—‘\ Q_cj
{‘? = K' HE
J

Qﬁﬁs' ’Bewgs de correctheid van het dee\‘fam-

ramyno, Joor byv. de eers}e ‘\‘oe‘bossin von eV,
n Jreaens}e\\in‘j ‘\'o\' mn c\e Pm mmmqex\* moe}t

in het bewds wmr‘Sc\'tBn"‘\( wel onderscheid -
MQO&" wordaden }‘usse-n evern en N Qoneven

(Einde van Opqove D
O?mer\(‘mc\. Tn de meeske Frogrommono%\'ies e~
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SC\\‘.\‘(\' mer we\ over en o? ander Q@(or\'inasme-
chanisme z2odal men nieb ek )feﬂ-herho.\'m\cjen ols
boven s SeAWOnaen. (Binde van OPmer\c‘.n\a)

¥ ¥
*

Er bestecl voor rodolion een hed andere oF\os-

s'mS, Sebaseerd op de vo\jenc\e overwea‘.ns . Nonw!} de
\Oea\n}OCS}Ond

P=H-K
moet de eindYoestond
P=X-H
bereild worden. Nuw beschouwen we het 3eva\ dot +

en minste zo \ov als 48 is. In dq\‘ Sevo\ kunnen
we B ds HovHn sc\nraven, waarbu HO ner zo
lcma s als K . Pls we daot subsklueren, moer
dus de ovefao:j von

P=Ho-H- K moar £=K-Ho th

b?.we.r\cs\-e“':ﬁé worden, Omdcﬁ- HO en K even \oms
?.5n s de over 39 voan

L= Yo M. X naar €= K- Hi-Ho

door @en verw‘-sse\in van de dea\r" en HO en K
mo\<\<e\5\< '}e reo:\‘n‘geren. “Dan re% de overjc.r:ﬁ

van ?: K-H‘\-HO naar ?: <. HO-H1

moor dot s een opem)-ie von dezel?de. soort als
de ooranm\ce\“ e, moar nw op de kortere de \rB
Hi.Ho . \-\Q Seua\ dar YK Yen winste zo \an
S O\S H ]o.cﬁ- ?.‘\c\n s::qr}‘ﬁc\':‘j\@ behqﬂde\e“ ,h‘a‘
door W op le sP\i\Sen als Ccnco,)re.na\'.e V Cay
hwee dee\rgen, woorvan de voms}e Z0 \03 ols H 5.



1P -104

We kraﬁen op deze Momer eemn Q\ ori)lh'me wWaorin
n e\\(e ‘5\'0&? o{) he\' c\qn\'o\ e\emen‘jen VOO OO ?
o? het oonkal elementen achlerocon , die hun
deﬁniheve waarde )we\o\m:n, word} u‘:“se\:r‘eic\..

NS voeren \nher voria\oe\en i

>

P en q zodet de voorste P elementen UO;'I'-;C
en de achlerste N—q elementen van F hun

de ;n'.heve wooarde I’\e‘:")en en een r en §

die \oeSc\nr:-jven hoe de *ussen\ifﬁencle waarden
van ? noq eroteerd moelen” worden . De

S\OLO\Q INVGrian van ons Pmﬁromma word}
P. 0spsN A0<€qeN A OSr A 0Ss A prsir=q A
(ai: OSE<P A4 C‘~$('< N. ?(():X(()} \
GIE P prrs ?(C)-_-_X(é-r-s)) N
(Qé g-ssé<q : “?(é) =X (i-v))

OP rond van de \oea‘-nCQndihe bmarhs\‘e\\is‘} de
“ln'u\"l all SQ}"IQ
}‘D'.::O'J q'..-. N 5 S::\‘( > | N-—\(
de ynvariant FP . Verder' UC&\%x LA.'I\‘ ,’P/\ <r=0 v S:.U)
de @ind conditie
\zJB 2ullen nu loten zien

1) hoe in het geval 0<sgr , onder invariankie
von P , P met S verhoojd en r met s
VQ.'('\QQSd kovn worden

2) hoe in het 3@'0\ 0<rs$S , onder invarionke
van V7, q en S lbeide wmel r ver\aaﬂd
\Cunnen worden . '
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-\) _0_<__5_ T DQ QSS'ISnY'n E,'n\S ‘Pi: ‘P+5 P SRR -

\oten de eersie re%e.\ von ¥ onverier. De \:e&‘m-

condidie da} voor @it Jweetal wa Q-?\QQF de overiog

e e\s van /P e\de.n s "bj‘j Src;\]e, Van \wg\-
Pc?s\-u\cxoc\- van ?

e qss‘fﬁnmen\ —
(A0 i< prs Vo< N PO=X(MN AN
Qe prssc<prr: Q(é) = X(e+s)) A
(D¢ q-s$i<q: YO K{i-r +5))
Qs we in de \aalsle Teae\ ¢ vervangen door
car , luidd hﬁ —no enige simp\i?;cth_.
(A¢: psc<prs: g’(£+r3= K(é+s))

en door wit de eerste reSe.\ - P'rs-(q'.—- s Yermen
a? Jre, SP\'\\'SQH v'nnc\'ar\ we Voor onie \oesmcond'.)rie

(Qc.0gi<p Vv ch‘<N:(\2(£)=X(€)) A
(Es:Pﬁsk?-rr: Q(ﬁ):X(c‘ﬁ‘sD N\
Qa(::'?s L'< P'is'. ?(i): X(L) N Q(c’-}r): X(C"i-s))_

Door ook in ¥  in de lockste r‘ese\ ¢

door cx+v 3re vervo.ﬁaen . V'xhde'n we voofr de

laalste Arie rese\s von ¥ - 0<ssr-—

(Re:osi<p v qs e NL Q=X A
(% T P+SS (< Pres F(i): X({.‘-}S)) FAN
(G}_c‘tpSRP-&S:Q(&):X(&S)/\ ?(C'fr):)((c’))

en vNo deze \ner\eid‘msen 2en we, dot one

beain conditie voor P=pPrsSs =S slech¥s
in de loctste rese\ van Y versculh Wiy P
kunnen we de b%‘mcm\d‘.}%e bewerkshell

14 €%y
door veor ( : \OSc‘<\o+s ?:Sum‘;(i}c#r% Wit de
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voeren,

2) 0<rgs. De anolyse van dit 3eva\ \oten wg ols

- e

oe-gsen'ms aon de \e’ter.

No. de e.vrao.gcie oonvu“ing \eiden deze besP‘-e-
ae\inaen '\0 de Vc\je.ﬂde. OF\oss'mé voor ro\'o\-‘uon .

l[]':,c’,r,s: nd
s P‘.'.-.O 5 q'.-_-' N, S'.:k , = N“'\(
, do T4£0 AS4£0 -

‘[X: int
;i ssr o
Xo= C‘—S

>do X# 9 o -?‘- SWQP(X*'I',X)‘,X-.:X-\-'\ od
5 F:: ]'J-tS" r=r-s
D ress =
X iz q-T
; do x#q—a?:suap(x-.s, x); x:=X+1 od
5 q:: q-r y S =S-T
'.ﬂ?—
od
1

Ogme-r\!'m;. Conce.nxferEn w5 [k3) bovens\‘o\anc\e oP\os-
sing onze aandacht o r en s , don herkennen
we de alSor'.H.me van TEuclides voor de 3roo\s\e
gemene de\er . De lezer wordt wi enodiad 2ich
ervan Ye ove.r}u'\jem, da} hel }olale o\qﬂa\ malen
dok @.swa‘: wordl witaevoerd in bovenstaonde
versie van rotalion E%%“ is aan N~ 33::1 (N,\) X

(Einde von OPme.r\ci ng.

Hel 2al de op\e\-\-encle \ezer niet wYn on\'soan,
d&\ we de dwee oP\ossmjen voor ro\‘o\ion n no&-
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ol verschilende 5“(‘5\27\ Yiebhen onhwikkeld.
In de eers\e on)rw'&\(e\inﬁ werd de "5 ? opoe-

vo} O\S Conca-)eno\-le. Ve leee c\ee\r" en en werden
de (bean-~ . tussen-, en eind-Jcondities dan ook
egorm-:?eerc; door (me} Be\\u\P van de -?unc.\-'-c rev)
voor de r5 ‘? een ?orn\u\e Ye qeven. De individu-
e\c e\emen%n VAN OT‘TQJ %) wamen <doarin n'\g\‘
meer )12.1" S‘)m\(e,

1n de Meeée on)l w'n\‘cke\in Tyn we OQL 0 beson.
nen, Mmaar \ne\c\ben we u.'.)femc\e%\& de 'mvo.rion} 3@-
?ormu)eerd en de So_de‘o&“eerde analyse 3er:\e39c\
n -‘ferme.n van de n divi c\ue\e e\e.mev;;en van \we\-
orrm}j -(:’ . \Ae ‘ne\:\f)en de ereede on*w‘\\«\(e\'\n 20

euen om ');e \o.)fen 2ien c\o): \'\e\' 20 \(C\‘ﬂ, en ?ox de
?orme\e ano\ se keur oP\ever} we\\we. Swops wik-
Seuoera mocten \-Jor:‘?en. br kleel echter cen be-
ZWOAr Gan: her is r\'le’r den\c\oee\d‘.s c\o\\- men c:\oor-
de bowmen het 2ich} op het bos verliesh.

Dan de eerste on\-ui\(\e\inﬁ k\ez@r dat bhezuwoaar
veel minder. Daor ?m)ren we nauwe\BLs over heh
arrou en mn individucle elemenlen: we 5Pre\<en
< ;?(eer ot hoe we een orray een rg \aten
rePresen)rere-n en voerem dan ons betosq in Jer.
ynen von roen. eze ‘md'nrec\rere. \oe\\cm e\ir\b \cum"
de. \(orﬂmesg
doorom de voorkeur. \JB moe¥en er ec\n}-er oP wglen

c{o\' in d'-% voor\:ee\cl de QJS mo\«: hoe cen arra

van het be%og 'Sre'n Soecle, en 3enie}

een rS re?resen-}eer'\' wel heel irivioal was. Zadre
arro:js Se\om'.\& worden om ‘msew‘-kkelclere :sh-uc.-
furen e represen}Eren _bomen,ﬂm en in het q\—
éemeen laun-}vermmelirlaen, ek . — eist de indire::‘e
Qhﬁnclctinﬁ wel dat de m?resen\'a\'t a?s‘oraah Pre-
cies epn \ro“&dua boorvcn" se@rmukeef&.
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WS voeren Jen s\o)i'\'e onze lweede en \o«o\'sk “ar-
ratj moc!i?'mr ’ n, -[mme.rS, a\\ew de Swap s niet
voldoende - de swap Fermu}eeﬁ slechts waarden
die al in het array voor komen , maar stell ons
niet in shaalt de colleche waarden die n het ar-
\"0\3 voorkomen -}e Veraﬂaeren OP u,\\ -31e \Oreic\en.
Zo'n soort -Fo.c;\i\'ei\' \r\eb\oen we bes\ks\- hoc\iﬁ,
oangez;eﬁ de c\ec\qro\\-ie Van een \okaa\ G\rraj
"noeen binne-n\o\o\« cCer eraa ';n\roduc_eer\' w Gar
hog geen Qn\xe\e waarc\e. ila} Voor\ﬂom\~.

NE) Bre-n en in her'mnerin de be*ekenis van
~ de nokakie :%F‘,\m\o) ;29 een array Cdwn.
arroy 2? int don wel orro..g _o_f bool ) . 15 n
een ‘nhhser ex?ressm er F eRn ('m\e\?er dan
wel Boolse ) expressie, dan s (?, }\:F

niewwe C\rmlj-waorde. 323@!&0 door

< ;“n: )(i):: als ¢=h
<g‘,h:];)<f§=]%(£) als ($h

Met andere wosrden, q)',\n:\o) wB\c} woar heel
weintoy van {-) o?-_ gezien cls g)unc\'ics op de
na}uurka\(e 9e‘-o“en S}emmen -2 O\Jero.\ overeen
met W\Oqelgj\(e. u‘-\tondennﬁ vVan \o-.m\» h ,
waoor (?, }\: P) mn e\\c szvq\ de waarde F
heeg’r , Ona an\te\\a\t Vo g) > die 'n dot

zelle onge egn'.eer

een

punh

2O \<unne~n 'T.:'_jh .

Onze laotste array mod'\?uer hee-?-} de Seman-
ek van de overiﬁens N onze Programmds niek
#ogge\o)ren st'\snmen'\- shﬁeme-n\-

§:= (Pihip)

en worc\\' N onze Proammmo.'s Sesc\\reven o\s

?‘.(h):‘. 'P
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,\-oe;?c\ssm% VN \we\' ’Pos\u\ao\‘ VO de os'.SiSnmen\‘

levert de s¥rucluur van de o\\ﬁemene u‘.\spro.ak
over deze arr oy modi{)‘,er:

waor [0 een 'm}eqer expressie. s en B4 cen ex-

Eress}e. von het 'z.e?de \:vjlae ols de <dlemenlen von

Ogmef\fmg- Wie " ?:(Eo): EA " wil ui\-sr)re\«em.
eAMe w5 iy overwe33n3 di} o.\s “ worcn iy
éo 3‘\5\‘ €1 de doen. (Einde von OFmer\t‘-nS.B

'_\_erlade. De introduckie von deze  “elementar
modifier “ maokt de eerder Se‘mhod.uceerde Swop ,
g hel slechls Wil zaiver \ogisc\\ oogpunt bezien,
overbodis. Voor een ‘m}fﬁer— arroay ? \nee@

E):swcm? (\n,\«')
\nehe\gde e?fec\- als het birmmenblok

L x: int |
; xa= POn) ?:(\0:?(\«}, ?:(\0:
B 5

2en equivalenbe woarvan de lezer 2ich op cledle:

manieren kan oveﬂuiﬁen. N3 zullen aan deze equi-
VQ\en\ie .Q_‘S} Ae Qmsequen\‘le Verbinc}en de swap
dan maor weer Q.F Ye voeren. (Einde van Terz\gde)
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s voor\:ee\c\ 2ullen w5 nu hel ?r’O(‘%o«mmO\

\cﬁen z2en da} . eaeuen de C\ec'tmo\e C:.) s van
hiee (nonnego.hwe.) addenda, de decimale ¢l ?ers
van de som berekent. e ?unc\'.one\e s peci ‘covie
vGan "deciplus” \unc“'

L N:ind { N3O}
3 Q,b(';: 051« NB‘. AT YO £ ink
{(Ri:05i1<N: 0galid<ro A 05 bGd<40)}
> U s(i. 0 i< N+ ) arroy ;.Q" ink
; deciplas
(R 0gi<N+1: 05 s(I<A0) A
\ dec N+, 5D = dec (N, a) + dec(N,bD?
|

|

WOGTin Se\)ru.'s\( S 3QmQu\<} von dv_ »g)umc\te. clec.
die can <en C.B?err‘ de \osbe\mrende waorde
loevoeqt woorvoan die c:‘j?errjj de decimale repre-
::.en}o.{?.e 18, T)rec‘.eser

dec(n,x) =<§ 12 0gi<n: x()10')
Ner\« OP do\‘ in de E)unc\"uone\e. b?eci?ico.\\e c\rrcla S

een e\emen* meer hee@ dan arrays o en o .

Wi aeven hel programma. en \alen het opsiellen
3 3 preg P

von de invariont annex het leverenm von het cor-
rectheidshewss oan de lezer over. Variabele ¢
(= "CerJ",‘he\r Enge\s voor “overdroach} ) S?ee“
de rol van het 71 onthouden zoals wi oallemaa)
van de achoolbanken kennen. (Neem in de invo-
riont ook de grenzen voor < op oPdo} bewe-
2en kan worden Aot c!e e\emen)ten van 5  aan

de 3es}e\de onsebk\r\ecien voldoen. )
Voor decsp\us hieden w:’j de Vo\aencle oP\osS'mS
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aan:

I n,c:int
y =0 c.=0
yde nEN
“.?_: int
- 2= ¢+ alnd+ b(n)
il z2>10 — s:(n)= 2-10; <= 1
{2‘: A0 — siund=z2; C:=0

9._’ ; iz n+et
A

- od
cs:(ndzc

1

Tr de loolstke reﬁe\ van de eindcondilie hehben we
Sebru'& Semom\& van de ()un e dec . Deze ver-
Qe.nvoud‘s* et alleen de @)rv’nu\er'\n von de eind-
COY'IC““?(—'_ M OGT oo\« die van de ihVGrlon}' en \12\'
correc}\neidsbe.mgs do} 3e\oru\\< rnaakt vown de
vo)\cjende s)re)\irlcj sver dec

dec(nit, x) = dec(n,x) + x(n)-10"

(We noemden dit mel een Smo\‘ woord een stellin

het 15 @ enl5\< maar €en s\‘e\\in\i‘)e ,worﬁ ek vo\3
Onmic\c\e\?a‘f wY de recursieve c\egn‘.he van de

sommatie _5_ )

tn Possan* Ves}iéen w& er de Qondo.c\ﬂ}' op dak
de individuele arroy- elementen wol op de achler.
Srcnd gn eraakt: het be%oca wordb 3mxenc\ee\s
evoerd in rmen Vo de ?uvnc\'ie dec ,Sede-
%nieerd OP (eQn \r\ee\ S\'u\»( VQY‘\) arrabs.
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Ogguve_ Med QCI:OS]( M) , \3(‘|:0$.\< N) en
s{(i.0s5i< M-t-N) laak zicdh het ona\c@e T:arob\eem
“decihimes” stelen van de cglers ewijze decimale
Vermenlg\fu\&iﬁms. Stel de Fune ronele sPec‘.?ica}'.e
op (woorvan de jweede reae\

5 Q(i:OS(<M),b(310$i< N\ er&;g 3? nr

\nide ) en \os het aldus oeslelde Prob\eem zonder
de introduche van \oco?e arrays op ander de

neveﬂcond'\lﬂe do\r oo\c \ussen\gca seen von de

elementen van s gro\er dan 9§ word}. (Einde

van ORSCN&)

Hiermee 1s de 'm}‘rocluc}ie VOn onz2e progrom-
moanotatic veolooid, 29 het del we de laolshe
uﬂbreidins van de. Forme\e s‘(_.jnhix )rQn \De\noeve

van de arrays \33 w&ze van oe{ening aan de
lezer overioten. De rest van di} colle

Se c\ic*oa\‘

is oewdd aoan een colleche v oorbeelden | waar.
n verschillende oP\ossinﬁss¥ra3te3‘\e%n zullen

worden Se%ond.
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De minimole Seamentsom

Voor <en ‘m\eaer arroy ?(i:os’u: N) 1% voor
Osisjs N de segmen\-s-om QCi,J3 gede%n'\eeré
door

Q('\,S) :—.(-_c.:\'\: v -S\n<‘:): ?(\'\))

(Merk op dal ool sommen van \ese seamenten
2on Yoe Es\‘QQn en do\- O\S R? \QQ 1% -~ Awz. N=0-
! f% 9

de C\ese sesme-nhom Q(o,0) nog ede@nieerd
‘15.) e \oedoe\'m\cj s orm de minimale s%menh
som +e bePa\en, Fre.c‘:eser, een c?\oss‘ms e
vinden voor Wminsegsum , gespec}?‘.ceerc\ door

I N-int { N3od
5 (im0gi< N): arrav g int

- % : int

2

3 Minseasum

{x=(MINjisogisis N: QG,ME
3 3 J J
1

He} condal paren (\,j) WOoorover her mini-
muywn  Vom QF'\,_')) \DeP&Q\d moet worden be-
draaoyt (N4 (N¥2)/2 , de ono?\wom\e\a e bere-

kenino, van QCi,i) verar voor een geoeven
poer SCl,J) XN F)e.\reﬁ\ag Q\Jenfed'\e) gwge 5'.\
en het O\\]QFY\O«'IQ?S}Q proaro.mmcx Zow Zodoende
een trexenica evenrtac\ia mer N3 vergen, Maar
het Yan WEPNOA‘ elPcienter! (P\omsez‘.en e\«
clement van arro g) Yen winske A maol n
het reken proces Frokken dient de worden,
accepkmn we als evident dol een re\«en\\ac\
%venredia mer N het beste is woor we op

mogen hopen D)
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Mek \ne\‘ oo o? c\e Q‘mc\cbhc\‘.\:'»@. \(}QZQn wWe 20-
ols ebru\\(e 5\« voor de yavoriant AN eerste in-

s\‘om e /PO > Seaever\ door
Yo: Og<nsN A x:(M\N },3: Dﬁisss‘n: Q('\ﬂ))

Deze invar'mm;' 'S doorom 2.0 Qon\;re\«ke\a\(
omdalt \r:]:*j\tens de de‘?in\‘t'le van Q (\j) de
elemenyen van ‘?(i .ngi<ND) niek in Yo

voorkomen. it \nee@ voor @en  minsegsum
vorn de shruchuur

\[ neint
‘,”\'Jewerks\re\\ia % Vo or n:O”
; do nE N —
{Po A ne N3
o ugnPoss‘m VO X
(o3
3 Nz N {?013
od

——

A

hel ypredy evala da) de elementen von
s}u\xr v00§es\-§\< —S—)en we) in V‘Q\gorcle Vo cygi

Yimmende index— in de \:ere\«enms worden

betroWken.

e iniHalisahe s rivical: X:=0; rn:=0

"

Vaoor ”Qompass'ma vor X werken e ’PO:,M Wit
OsnrisN A x=(MIN i,j: 0igje ner: QGLYD)

- De eerste Yerm s een consequenhe van de begn-

condifie. Omdal
(Ogisjs ™) = (osisjsnd v (05'\53=n+0

lool de hueede Yerm =2ich \nerx\nrgven als
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x = win ((MIN §,j: 0 igjsn: SICROIR
C(MIN 1: OF (sn+a: QG pe D

HG* QQFS}Q orsumen} VO min kQﬂﬂEﬂ wWwe

wtr Yo _-‘he\ hweede Qr‘sumen'\ S evenwe\ nieuww.
He’: S ereer\' de ’m\'rooluc\‘;e VO fRr Nikuwe

variobele | lov. Y, en ken nieuwe Mmvariant
Yo ~ l?*\ ynek T 3€3Q\Ieﬂ door
T y= (MIN o scen: QG,nD))

’P‘t :\M reeds Se\d-‘f . kan de "cmn‘:ogsins

Miks
* Ses-:\niec\e'r. Adocor

Von X

= Ynan (x>§j>
Voo:- de \Dewer\< :-.\'Q“B‘mg Ay

we qgege wit
9=(MIN i 0gig et QUL nae))
= min((MINi: 0gigsn: QG,n+1)), Qln+t,ne))
min ((MIN 0 (s QGL + P, 0)
min CCMIN 05 csn: QCGued) +§(m) ,0)

woorna we in heb cerste o.r:jumen-} VOv,  mMmin
wik ,‘7‘\ »ﬂer-

('\h de \OLO.\'S\{Q ’I"'eje\) de u.i):c'\ru\(kma

Zo komen we VOor mMinsegsum Yot

hal
"P‘l wer\&en
jal &t

—_—

\‘\'Qhﬂen.
de strucluur

L n,y:int x=0;4:20; ni=0 L Po AP

; do n#N —){n:}:N A Yo /\’PJS
WS min <5+ ?(n),O){h:ﬁN ~ Vo /\’P’\:ﬂg
XK= mAan (X,BB {_\"\#N /\’?0:\_“ /\‘sfi:'lt :‘HE

; N.= Ny {’Pb /\’P-\B

O C\

——

B
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De @mc\ﬁe ymin eliminerend ew de —evidente-
invariant X<0O exvloderend kKarmen we Yor
de o\o\oss'mb voor 'mm:segsum <1cmder o.mokhe)

\(n,b: int
,(_;!_9 ﬁ#N-—‘) ::\:)ﬂ--?(n)
3 '\?3;0 —> 3::0
UU<O - i_fxsb-»s\«'.p
“ x?b-—) X2y
0 14

od
A

Er hiermee N we kenndk aan het einde von
onze be}mnde\ing ven minsegsum want onze op-

lOSS'm Ver:ﬁ\' een re\(e'n\-"‘d Q.ve.nred33 mery N en
we hebben ol vos\-ﬂes\e‘a da} dal het best haal-
bare is. De Sevolsde s¥m-§e3'.e heelt voker YoF ver-

rqssehd e ':c'uen'\e oP\oss'mgen Se e\d.

Tr cerste instanke voerdem we oclleen Vo in
die be,sc\m:jg wal -hier in de vorio\ae\e X - dienl“
e beklyven opdo\‘ na o?\ovo]p het Sevro\oﬁde ank-
woord e\cenc\ is. De ver‘e'nsh ‘.nvqr’.qnhe v on
Po slell een nieues pro\o\eem, dot op G beurk
dicleer} welk exlra ecrven nog wmeer wir het
verleden dient }e Bilﬁven; 20 werden i en
Y Sein%roduceerd.. Taar was het dit keer mee
klao.r'; in inﬁewi\(\ce\dem Fro\:\eme_n kan het 8@_-
beurew dot de variobelen von de locole toe-
S\‘O\nc\st‘uim‘e i erkm \C)rb}er“ O\anl’o.\ S\'QP?Qﬁ

wor‘cleﬂ }naevoe(‘cl.
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Pe c.o'mciden\‘ie.'\-e“'m&

%eﬁeuen Igr\ twee monotoon stT Se.vnde 'm\'eser
rBEn T(i:O$i< M) an gg:0$'< N . ngrQQS:X
het contal woarden dat in beide rﬁeh voor\xom}.
“Vrecieser, we Zoeken Qen o‘a\ossinﬁ voor comcount 5

9esFeCE€iceerc\ door

1[ M)N: 'lh¥

cFGiogix< M),g(j:osy N): arr'aj_o_€ ink
{(Qi,jr osicis M FO<FE) A
(ALY 05 i< i< N GG)< iNy

’|[ k:\ijn}* J 8 9 J
;cgincoun}“

{k=(giﬂ; 05i<M A 0gj< N: TG =G}
A

1

D} s cen canoniek v?ro\o\eem. We kunrmen de
rSe.-n T en 9 beschouwen olg de Sesoﬁeeréa
TEFY‘QSQV'A‘OA‘IQ vVarn '\WQQ Vefzame\injen 'in)resers,ln
die Yerminologie bepcm“' Coincoun-)- de cardinali-
Yool van de aocrsnﬁéin von deze hwee verzame-
\inae_n. (Ow der wile von de cenvoud Yoepaalt coin-
count slechds de cardinalitel} van de doorsaa 6'-:\3;
be?a\'ma van de dODTSn:'-jd‘un Ze\? Ver{j\- s\echts een
S'l'mPe\e. )TDC’-UOQS'M ) Omdal de be?o '\nD von AQ
doorsnadinj ven Twee verzame\injen een veel voor-
komend Y)ro\o\eem is, verklaart deze korte wit-

we.id‘ms *euens c‘-e PoPu\o\rixei;‘ vanr Sor\’eerrou.\"\hes.

De standaard Yedaniek "vervcm:) wn de eindcon-
ditie constanten door variabelen ” leidt . wonneer
we de summelrie niel w‘\“en vers\-oren, \-g\- de
'm*‘roducﬁe von hwee ‘m’\'eﬁer voriabelen m en n
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en vaoor‘er\d de 'mvo.rionn\'

Po- 0SmsM A O0gngN A
ka(ﬂ i,J-. 0gi<m A ogj<n: T'(i\:%()))
lhi\'ia\isw"le. s Seen ro'b\eem oanaezien de
Yoestand (\v,m,r&: 0,0)0) oan YO voldoet
en /PO S Brui\ﬂ\aqqr n Se rAla! do.\' —-\3\‘5 ens

?.Bn Consx'ruc}'m— wik _ )
fPO N Yﬂ‘—'M N~ n:N

de eindconditie Vo\g}'
He\' Pum} 1S evenwe\ dc\} Qnder \'\er\'\aa\o\ ver-

hogen van = m enfof n mel 1 er vele poden

25“ VO (m,ﬁ): (0,03 noaor (m,n):(\“\, ))

waordoor de vroc r"‘s¥ o wB deze urﬁ\ne"c\
met vruchlt \(Unh@.\fi\) uih’.‘)ui‘in door hem Ye

beknoHen , dwz. door onze invariant e ver-
sx‘er\ﬂen.

LaYen wt b voorbeeld Pro\oeren het Pad von
he} pun\- \m,% 2o Ye kiezen da} elke coinci-

denkie v de Yoestond —F(Thjzg(h) 3ec\e-\ec-
Yeerd wordt Do} belekent dat in de Yoestand

Tlmd £ 9(7\3 bS verhos‘nnﬂ von va wmelr 4
het increment vow XK

(\ﬂjz 0gj<n: ‘F(m3=g(3)) =0

G, een conclusie die bS 3ra\-‘ne. van de moncto-
niciteit von g door

-F(rn} > g (n-‘t)

\s Sewmr\oorgcl. Ow der wille van deze
wmrbqﬁ vers“e.r\&en wie ,PO — Om rec\enen

Ao S:jmme\"r‘le wel huee ‘ermen — to} Pa.



17-419
Pr. Po A T(m)> C_)(n—ﬂ A S(h)s?(m-ﬁ

]

wao.r\::"j F(-ﬂ) en %C,..D a\s 4 min on:’.inclis en
F(M) en g(N) als "P\us o'ne'mc\iﬁ er\oa worden
aede‘?‘m‘zeerd.

Von on2e oterkere P4 ‘glu\(\cen we hetr voor-
deel dol de \Derekenina niet Yo} (m,n):(\"\,\\\)
‘noe{;‘ e, worden voqr\-aeze\' , Wont

’P'\ A <m=M AV T\:N\

imp\iceer‘r de eindcondibe reeds . (LGY VoA m=M
\ro\s\- 9(n)>?(“\-13 . 20dad 9(\) h$j< ND)  von-
WQSQ de m0no¥onici"'€3¥ Van be‘.de 7521’\ een

co‘.ncicien)ﬁes o?\everh voor "PA A n= N c\i‘m)

De ‘mvar‘mnhe. VO 9Ch>>—?(m-13 ‘\mP\Xceer\‘
dalt M= 44 als 3uor‘d g(n):» T (D krE)S*’
€n 2o komen we )to\‘ de ‘Sbmme;risdae. GP\OS-
a5 nfj vVoor C oy Couﬂ}'

\[ m.on: int
3 ke=0; =0 ; n:=0
do m#FM An#N -
: S(n)>’F(m)—am:=m+1
(WD =T =2 kzket;mizm+1; nizna

l] 90\) < F(m)—) N N

&
1

>

* *
*
%ez'nen de eenvoud von de wil eindelGke o?‘os-
sino is de weq die er Yoe §e\eié \neeéj misschien
wel wal lana. EBr is inderdaad een ¥orlere weg.

TYer ‘m\eic\;nj kg\«en wWe Qers}' even Naoar Wn €en-
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dimensionale }e“erj. '35 eenn eindcondilie

C:(N'\: 0gi<M: ‘F(IB:?)
Sugsereer\' de. s\'oﬂduorc\— S*ra‘-e&‘\e— de invariont
@0: osms™M A e=(Ni:0ogi<m: F(D=7)

;Door aon beide kanten voan her 3e\3\<\~e\<en he}
ontbrekende Sedee\lre. ” op te tellen | kraﬁen we

@1 osmg™M A
C‘+(\i{i: mgi<M: T0)=7) =
(N_i:OﬁiﬂM:T(u ?)

?elo}‘-es QO en (D1 "I.Sn kenne\gk Qctm}va\ensr.To\-

20 ver \’}e\' e'?:n—dimensicanq\i’. 3evc\\.

Teru.gkerend naor comcount , N \o\ao\-s van
Yo hadden we —2ie Q1 -~

kunnen kiezen
Pr: Osmg™M A OgnsN A
k+(ﬂi,J:m£i<M ~ ns\)'(N: T(i):g())::

(NiLjrosicM A o< N: TG =G0
Evenals Yo \ea)' Y2 het ?Q:\ von het punt (m,n)

niet vast Yeuze van invariant P leidt echler haast

onwrmﬁde\:“jl« Yol de Seumdo.n coincount.

Hadden wi om ‘e \:»ea‘.rmen ook aon P2 oR~
dc\d\h dan \no\dc\en NB die onrSC\’\Bn\S\: ©

rond von de voloende averweein haoven (o
9 3 99
Ynoe"ten ver\t'.ezen.

Qls w5 nibialiseren (e} \&::0) is bg Y2
3 3
m=0 A n=0 (zonder inspec\‘ne voar de r enB
ver\ohc\n} ;voar YO is m=0 VvV n=0 voldoende,
ken vrthei& waarvan we Oom de %Smme\ﬁe r\'-e}
te vergi-uren geen ge rwik hebbhen Semao\t\‘. \le.

Zouden oo\< nie} weter 'hqe we \')em ’Louclen moe"f:‘n
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ex?\o'&eren_

Ran hel einde \'\5\- hel precies andersom: om
wit Yo de emdconditie e kurnmnen concluderen
15 de nevencondibie wm=M A n=N  vereis},
‘}Qrwg\ \35 /PQ de 'Zuoo.\(\(ere m=M v n=M
Yoereikend is. ©n: hoe zwakker de vereiste
revencondibe , hoe slerker de Suar—d van Qe

repe\-ﬂ-ie en hoe Sr-c,}er de wo.o.rsc\sah\"d\n\ne;é
op eerdere \DQé\ndiﬁ‘mﬁ.

De moraal va}n dil verhad) s dat, als wS
ons )33 in'\xio\}scx ie op vroy heid \De\rou?\')en, w5
er wao,rsc\man\:(jk 302& an dc)en de onder').oe\('?n

0?“"5 n'\e‘- me)- vmcH ’er andere invqriom\'
\(unheh Qaﬂ\\mdeh.

Oggave. genera\iseer de gegeven o \ossing voer
coincount voor het Sevo\ dat s\ec\ﬁfs Se%even

15 dol de \-Ben Oscenc\inj 1Gn, dwa.

ALy 08icj<M FO<TEN A
(d Ljr0sic]s N: GGds 8(3)}

(E'lnde VG OF'jnve‘)
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PDe minimum "a?sx-a-nd"_

gevrqagci een oF\gss'ma voor  wmindisy ge-

sr:ec'\?‘nccerc\ door

™M, N ind {M324 A N3l
3T('1-.0$'s< \V\), g(\’):0$\'l<N3: arroy o_? int
{(9_‘.,3-. osi<j<M: F(idg (9)) N

T
(Ai,1: 0si<y< N G(Dd g N A
‘D-.-.C)M_\\j i, -.%s‘m\"\g/\ 0sg %N} 0\35@'(0‘8(\)3))3
) J
5 )[ d: int
4 mindist
{d4=D}
B
1

Om Je besinnen doen we er goed aan ook
VOOl een \ege. zo\n 'm)rcaers eern (s m\oo\is:‘w)
minimum Ye de-?’mierer\ y WU Yiezen ervgor " \ug
One,‘-n&'ug ”, dwz. een waor‘crg Yen r-n‘ms\'e hel Sezoc\nxe
mMinimum  Over de nie\-\eae. 'LQ\{. (\loor een
\ese 2ak 1S \ne\ (s\'jm\ao\'usc\\3 maaximam op Ano-
k03?. ““819' ” min ov\eincl“\c) ”-5 Tn di\r Sevo.\ un-

nen wgy voor "\o\us One‘mc\‘.ah v
ma x (T(M-Q - 9(03, g(N--x) ~F(0))
kiezen.

Nuw ook voor de \ese, ?.q\« eevy Mminimuwm 2~
de?m‘.eerd 15, staan weer huee m03€\5\<"l€d2ﬂ
voor de invariant open. O Sronc\ var de moroal
von het vorige voorbeeld kiezen we niek

d= (MINi,j: Osi<m A Osien: abs(F(1)-GCIN

maaor
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Po. Osms™M A OsnsgN A
min(d, MINGY) mgi<M A n$j<N:a\:s(\:(i\-S(p)ﬁ
=D

Tnvariant Yo 86\6)' W (c\,m.njzop\us oneinchs':o,o)
zodar mtbiclisadie geen Prob\eem is. Verder BQ\':“'
\05 Srm\ﬁe van onze 'm*roc\u\c\ie von hel sdmhc\i'se\n

mini mum over de \ege 2.0k
Po A(m=M v n=N) = d=D

\oor O$m<M A 0gn< N be\c.\_‘)\‘en we Awee 3@.\:&\-
\en:

TST:)z S(h) Voor de o\uide\:’jk\neid de twee argu-
men-¥-;;-; VQ;-; ™ Qnder e“«aar s':\ﬂrsvencl ,\’\er..

\eiden we meY KCi,J> voor Q\'DSC‘F(A—%CJ}) 1

win Cd,
(m \,J:m$i<M/\n§j< N- K('\,j))) =
min (d,
min (CMIN i: msi<s M XG,nd),
(MIN &, i S A A nas < i< N K(id))))-_-
min (d)
min(K(m,n),
(MIN i, pmgicM A na $$< N'.K('\,J)))) -~
min (min(d, K(m,n)),
(HIN 4] - 1< B A mwae e MoK GgOdd

In bOV?.‘nS}QQhAQ. her\eid'mj berush \'\e‘- ,\sk 5@‘3\(-
feken op de de@n‘.‘ﬁe van MIN | het 2de Se\gh)re\cen
Vaorts op de de?ini}ie von K(i,'), or de onBQ\ES\"
heid T(m)2CG(n) en de monofonic‘.fe'n} van de
'-‘r--rS , en net ade Sekg\q}e\':en op de clegn‘.}ie van

man

- . Mmoo .

_9(*1);?(&\). Om rec\enen van sbmme"rie. Qno\oos.
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Onc\er Sebm'\\«ma\ﬁn‘s Vo c\e ?unc_\'\es Mmirhn €wn 1Mok
\E\cn' \Oovensxqqnde QnQ\Use ‘*o‘\' c\q VQ\SQnAQ Q'F\OSS'N\S

voor m‘mdis}

\[ m,n. int
, d:= mnx(T(V\-‘\)—S(O),9(\\\—13-?(0))
; m20y mz O
ydo m#EM A nEN >

i_E"F(mB; 9(n3—>

d:= min (d,T(M)—SCn))3 n.=n+ A
i (5(“53—\7(\%3—3
g- d = min (c\, 9(7\3—-‘;(#\))5 m.= M+

8

1
H@rcoderma 2onder ae\omikmo.\tinij van de ?undie's.

i 2en T AX woré\' oo c!e eeer Overge\o&e'n.

O?mer\tinq. ’,BS de »'le'.r\eiaina hekb% we Se.\Oru."\(

Se.mao.k\-uvﬂn
min (Q, ™min (’B,Q)) = min <m‘-n (ﬁ,'BBC) .

Hudden we ‘.nF\QQ‘fs van de Qunc.\ienoxohe. C\@.
'm?'ax Operc}ur m 3e\om‘|\<}, dan \u'\dde dQ'Le S\‘t\\ins

A min (BminC)= (A minB) min C

dwz. de inFIXQFe.m}-or _r_n_.r_\ 5 beha\u’e Ssmme-\'ri5c\v\
ook QSSOC]Q\‘]Q-?, en we hadden 3} min B min C
mogen sc\n?ven. Voor wmanx ge\cn' he}ze\?de. Tn

onze herlei ing hebbern, we op 3rondeh VOov con-
ven\-iona\'a‘:ei\- Cdi"mc\q\ nog) voan de Punc_heno)m-
Ve Se\omik 9ewm aokt. (E'mcle van O?mer\ﬁr\a.)

2
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De maximale monotone deelry

Van de g T(i.0ci<N) - mer 0N - heet
TO: ¥k Si<\<+h) "Qen moncﬁone c\ee\rg Yer \Ens}& \‘7“

mdien QCk, W) 3e\c§‘r waar  QO<0) aegeven

s door

QCkh): OskgkrhgN A
C(a|’._) \Ksh::)( k+he "F(.Bs‘?(D A4
e b k si<J<\<+‘h: TGO 3 ?(3333

evraagqd een pProqramma  dar Voor oRo’uen
EX Q)de m%x'.mumy\er%k Vav en‘.ge mon?&?ne
dee\rg \De?cm“'. Formeel . Sevrquac\ cen pro-
gramma maxmonlen datY voldoer aan de
s‘cec';gca%e
\[ Nt { N0}
4 TG:og g N) array 3? int
][ q: nd
. Maxmonlen

:n{ q:(‘\_ﬂ&x \‘(,\'\: QC\«,\hB \')3._‘1
1

(\!5 raden de 2e\€s¥qncl‘.3e \ezer von dib djcraqat
s?ec‘.qo\ \35 A} voorbeeld met klewm aon Q"f.).‘
doar‘ }e \ezen,\né C\ic\'QcA‘ krtgde ‘\Q \8352h en
2e\€ le Praberen een oP\ossn VOOr maxmonien
e onitwerpen. Dit advies word? gegeven omdat
men Slec\'l s u.‘-* eiﬁeﬂ RQrvarin

3 \eren \(an \'103
‘\‘.CM- men het 'Zic\nze\? onnod':s moei\g\—c mqa\«\r.

22\ S "o deze WQOJ'SC\'I\ANihj (%3 de. \(c\-ns OP

die ervaring nl. nog s} eeds qqniaeﬂ\a\«.>
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Door de w\f‘{?e woarop YNa X onlen gespeci-
C

E).ceerc\ 'S S t.\'u\en er drie adder\jes onder \\e\‘

gras, e welen Fwee kleine en een 3ro¥e_

Net eersle ¥lewne addertie s 8e\e3en n hekt
?e‘.\ dat de T-ro ook lee mag 4N Nie} al-
leen dol voor =0 no « P ev'\d‘jerﬂ- q:O
dient e ae\c\gh) N=0 s Qb\< \‘ue‘ Eniﬁe eva)
do} di} na o oop elden kan . voor PQQMQ\JQ N
is 9 na o oop ?en wminste 1 . In het q\ae_
™ een Proberen Wi a\\ad 20 we‘m}a moge\fjk spec'.‘
ale Seua\\en de ‘|raro&uceren ern als het Se.m}
N=o SOepel wmet het oloemene aeval kan mee\oPen
‘s dal meegenomen. ’.Bl-.‘qd- \o‘n he Qlaemene 3evo\
hel 32\1&\ N=0 een }30\< aan het \'D?Q'n, don die-

nen we ons *e herinneren dob we het ook a‘:ar}

kunnen Yehandelen.

Het *Ruveede Weine Qdc\er}“'f. is dal mn onze end-
Condi}'ie N nie¥ 20 eXx \icie“‘ mneer \roor\(cm;‘:
N s Q\S \o\sa\e Qons\‘anﬁe in de de@n’.)ie Van
M C(k,h) weﬁsemoWe\d.

De 8!‘0\'& adder s evenwel de vo\ﬁende: ,
Ha\(%s de de?xni‘-ie von "mono¥0ne dee\r:'j' is
oen h‘lcmoxone c\ee\r“ \(3? O\SCQHO\il’\g ,\o{) e -
Scend‘ma \o() \oeideh ’Bovené':En we\rer. Wi n}e}
o? de moximale \enﬁk 3erea\iseerd word b
door een as:enc\ina o? door At o descenémﬁ
dee\rg. De ervaring \eert dAc} de verleidin
9roc>\- S «}e ‘\rmc\%en de rS T op }e\«wp-

en in 5}53encle.,c\o.\ende on constante Yro-
\)ec\en. De vee\ eid van manieren waoarsp die
Q“Ktlo.r \cunnen ono\ 2n \eid‘\' EUenwe.\ ¥0\' een
Com‘bina)‘ohsc}we ex\of?osie. Deze e\\ende worc“'
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vo\\ed‘ng vermeaen wWanneer de iC\En\‘k?‘,ca\\eS van
qscend\n3 ern von c\escend'ms dee\r5en shrict
325c\rue‘. den worden Se\n oudewn.

Om die sc\weﬂdinj door Ye voeren beper\cen we
ons eerst Yol de ascené‘ms dee\r&en, dwz.\ca\ten

we noar het programmo waarvan de eindcond)-

}‘IQ \U\'IC“‘
g= (MBY Wh: ASCe, W, N2 W)
mer RS 3ed¢?‘.~n‘;eerc¥ door

ASCk,h,n). o<kskihsn A
Qi ks i<5< Y+t T(‘n)s?(:)))

Hel Iweede c«clderbe hebhen we inmiddels onder-
vongen door de introduckie von N, vearts

2ullen we ons gemakshalve Yo} 1SN oeperken.
Ms invarian} hiezen we
a=(MAX Wh: RSOk, n) b))
Omdat

(}:1__9*?(. Y,h: AS0k %, naa ) h) =
(MAX W, h:AS (v, nd s h) max
CHBX K.h: BS (k. b, ntd) A Rshznaa: \n\

\nouden e 0\\5 h@VQﬂ‘;nvariQﬁ}‘ - e dQ Y'nin'nmq\e
Sesmen}‘som- n s\'ome\

v=(MRX Wb ASOch m) Akshan. b )
o? , Tt @.\‘tmina\‘ie Vo k

V= (\:’_\_F_\Eh:OSn—hsh ~ '
(Bi,J: n-h g i<j< n: FGD s —FC‘))‘) \"\)
Voor hel deel \oro\o\eam vinden we
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L, v ind
, re=A 5 Q= A, vzt
; do nE N— u_? T2 Tn=4) s Vo= v
5 Ai= Q mex v
T FI<TFn-1) > vi=4
OA & 3 No= N4
AT,
een o‘b\oss'ma c\‘-e ‘m&er&c«ac\ vV Oor W=0 me}‘ wer\v.\r.

NO\ Me‘ Vocm?\cjaqnc\e \!Q\S\- ole Cr)o\oss'm(g) VOoOr

maxmon\en ~mer W u'no\ooa oan Vo~

‘sf N=0 - q:=0
I N>o—
L, v,w : int
;htz‘\‘,q::‘l;\f::'l;\nl::-’l
;doe nd N—
TG >Thad s wizt ) viz v
P FMD=TFMmad - wizwst, viz v+

PTG <TFlhad o wimwaa g vizn

Mek uf qrVv A 93w ~> skip
i YV Vo<W

E}_ ';f\:aw—bq-.:.vn W3V - ouE W Q

e de 'lXOPme'Of‘ max o\es\c)ewens\‘ -\e e\irn’meftn,
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De inversietelling
Ry

NS besc\"-wwen -\wee roen hnx‘uur\s\(e Se\n\\en
X('\:OSK\\D e2n Y(i‘-OSH ND die voldoen aon de

vo\gende bdrekk‘ms

X(i:0$i<N5 s een Permu.\‘o;-\e von de Se\'u\\en
von O */m N-4 N

(BJ -0 S‘j< N. (‘_\1"!'. Of i<J: X(l)(X(J)) = Y(J))
Qpmerking De eerste term von deze \oe\-rc\r\(ina hadden

wie ook Lormeel kunnen wirdrukken door

(Aj: 05 <N (Wi 0cicN: X(D=j)=1)

(Einde van Opmer\t‘mj)
Opaave. SQ no dal wit het bovenshaande vo\a\‘

(a\) o} S\')< N \((J) SJ)
(Einde van Opscwe.)

Voor 2k een \wee\o\ rgeh 1S 'mvercoun\'
Ses?ec'.ﬁceerd door

“:N int {N;O}
; \[v(i:OS-i'(Nj:arrag 3? ink
{v=X}
5 invercounk
{v="r)
R
A

De bevrsdenc\e opmer\(in 18 daot ek nqhur\jk
Se*'a\ 9e'\8\< 1% aan he¥ Qun"oxa\f\einere na\ruur\a\fe
Se}a\\En,dwz. (l\_‘i:: 0¢i<nJ=n voor n0 .
Hieru.'\\' Vo\&\‘ X(N-‘\B :Y(N-‘\) R dwz. de waorde von
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vON-1) wordt door invercount ongewgziga eloten.
DY suqgaereert om de elementen von v in w?
“Voan oc%eren noor voren ' aan die von Y 3@\3\«
‘e mq\(en. Ms invariond \x'.e‘zen e /\)0 I\’\)‘\ l\’?'z

rnet

9o rde

Po. wv(i:0gicn) is een Permu’m\‘te van de 3e\-q\\en
van O Wm n-1

P (Ebz0s3<n:(ﬂhosi<3:QG)%v(p)zY{p)
Pa. (B—J n '\-‘-J(Ni V(J):Y(J))

Ui" v=X A n= N VO\S‘I de '|ﬂV0fiC\n} . u'\"
Y2 A n=0 vo\s} v=Y

'De Q?\&&\ns N=n-1 uers)mDr} (P"Z. n‘ae" opP aroﬂd
van de bo.v:fjdende o?mer\ﬁnﬁ en laat P4 }r’-vio.o\
onverlet; Fo ,evenwel, zal in het Q\Semeen vershoord
?.Sn: na 0?\q3)n3 ven n s v(i:0g8i<n) een per-
mu\‘a\ie von de 9Q¥Q“e'ﬂ van 0O \-/m V(n)-‘\ evi VOom
vind 4 3rlvn 2 . Door c\eze \o;o.\sx?. Se\"o“en rne‘

1 te ver\oaen ’hers\e“en we /\70 2agnder /P‘I A /\-')‘2
Y¢ ver storen. Voor invercount vinden we

W_' n: 'm}; Nn:= N
; do n#F 0 —
ITiiind; 1:20; m=n -1
s c_':\_? iEn \g V(ij)\l(ﬂj—)\n(('): v(i) -4
Avd<vind~> skop

Bi; iz i
od
jl

12

)
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Voor X 2gn W verechillende woorden rnoge~
\ok . De in de opagoave enocemde 2ioenschap loat
V:ogo(- eveneen‘:a N %ersc\'ﬁ“en&ea k"&o«f‘X@n Yoe .
Ms die alleynaal moge.\ W 2hn - en 2uks e ander-
dacd he¥ 3euc\—- Yoctekent da¥ da} de u‘s\voer'mﬂ van
aeen \n?ormo.\’ne verme*‘n%’r en dot er

at , ege.uen
de. X-rG, de bﬁbﬁ\\bf!‘hdﬁ X-r:‘) (‘e.cungmeer\‘.
De :\rom.??ormo\'ie. von VvV die C\oor- de M‘u\\roerina
invercount word} \oewer\(s\—e“igd it dan in-

invercounl‘
dus ook een pregramma bestaol A

van
ver‘reer\oc\o«r .

tik dexcrm'\n’ns)lisck FrbaermO. S , Waarvan
de ui\‘voerina Seen m?ormo.\‘ue. Vern'ne\"ns*: \nee?} een
inverse S . O? een Yext voor S direct wit
die voor S Oﬂ?\elc“)ao.r s, \'\Qnal‘ Q? van de w52e
woarsp S Se.Proﬂro.mmeerc\ is. Pe boven oe-
Beueh oPtossin voor \nvercoun)- s meb ?'O‘B
2o 8e\<o1en dot invercount er it q-?leic\‘::cmr is.

\;05 Seven \\‘aercnder in Iwee \(O\O‘W\"‘ﬂeﬂ -
uannoteerde stolements die elkoars inverse Hn.

X.z X+ Rim XK =1
So 5 S S‘l-‘; So™"
\[ %, int | “:. % int
; X:i= expit , Xis expl
P S > ™
{x:ex?ﬁ { %= ExP‘i}
R b
;_{" B0 > S0 {Co} if C1 o Sa7 { B3
I Bt sa{CH I Co— So™' {Boj

d

met 1(’30/\'30 en 1%Co ACH)
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‘{"CS {-\'B'S

do B > S{C} o4 de € » S {B} od
{13} ¢y
We z\A“en N '\ﬁvercoun)r Vo een 1od0ni5Q

oannsctatie veoorzien , dot hovenstaonde inversie-

regels olle von %eFass:nS Gn:

I neint : n:= N
{n=N3
) __d_c_)_ ng O —
HIRE in}; t:=20 5 nian-1
{1=0}
; doigEn
P VG v viD = v § v Oy v el
v <vn) > s\('\? J v« v (ndY
By iizisn {i4 0}
)
I=n
H%n#NS
od
{n=0}
il :

Veoor \v‘l\le'a“f:t;l.m}“1 g de ?unchcne\e S’?eciﬁ‘ca\}c

}[ N in} {Nao&)
» LvG.ogi<N :era; of in}
{_V::Y} ._{)
\nvercouny ~ A
{v=X3

1
B :

er wordd aon voldaan door de -niet aeomno"eerdc—-
inverse van  invercount:

Fd
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\E N, ink ; n.=Q
; (i__c_? n# N -
\{i:'m)r; 1= n
;o 140 iz i-9
',i_gv(i\)<v(n)—> S\'('\P
MO ERRONIONS
g
gé_‘, n=n+t
R
od
A

Opgave. Annoleer boven staande o?\ossma veor
mverccmnY‘, 2odat '«:Sn nverse weer invercount

oP\ever\-. (E'mde von C)\::Scwe.)

\-\‘15\-0-:'\5&\3 opmer\tmq, fPro‘Sro\mmo'mvers‘ﬁe S qu\en-
T - —J

derwGs (als een scor} von Proammmeersro‘p) on k-

wikkeld (naor Qan\c‘.cl'ma van Yovenstroaande ?m\:\e-

men die soamen een \<eer Q\s »en\-nmenopﬁoven
3a€i3ureerc\ \ne.\o\oen). Loter is ‘Omsrqmmainvefsie
\':.5 ‘serieune Pf’O&fQMMO\oh"W'\\\'\(Q\I'ﬁj ’*oepos\auqr
3e\rsle\<eﬁ, o.\s in een Proﬁrammc\ wWraorin —voor
vy in ewikkelde , recurrent 5ede%nieerde T+ ~
wk e :c‘enca- overweoinoaen ?: ‘FG:O als mvari-
ant werd '\'Oegevoeacl. 'zni\cje wjzia‘, n‘sen WO raon
werd onderwarpen waren  9iz=Q+4  en op=gr
van de \pi;)\oe\mreﬁde,\rrb '\nsew'-\(\xz\c{e Qon‘nss.inaen
van de woorde wvan ? kon de ene dgor inversie
wi¥ de andere ver\creaen warden. ( Einde von

\-\‘15‘;or\=c\-xe opmerkinfj. )
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De 33'hnen met slechls g)ac}onen 2,3 en 5

Sevraaﬂd een programmo dat n o‘:k\ﬁmmend?_
vo\sor‘de de eer:ﬁe ADOO o\o\o%s'msen Sqncreer\'

van de ve.r‘ae.\g\('ma n X
n 3 nb
(E n2,h3,n5: n230 A n330 A nb20- 2 «3" .S = x)

Een ondere manier om de verzameling V von
oP\OSSinﬁen von deze varse\a\ﬁns de karowleriseren
9

(N 1 hehoort Yot V
(i) als % doF V behoort bc\horen ack X , 3x
en 5.x ot V

GiiD a“ee.n wo.c\r‘c\en die op 3ronc§ Vo (I) en C'\i)
‘}‘U'} V be}‘:oren ‘Oe})ofen ’\0;‘ V

23 V«ooo(izosk ‘Iooo) de ";ncreasinﬁ' rc'a von de
k\e‘ms'\e. 1000 Qlthn‘}‘bn von V . De ?unc\ione\a
sPeciF}cqhe van \"mmming —_ O Senoem& AT

RMW. Noamming die deze proarammeerop aove ogelon-
3 ) T3 9
ceerd \nee@- Vuidd c\om]

l[ |[ X(Z:O{(i(‘loo«o): arroy ‘l? e
5 hommina
's K:V‘looo-&
A
Al

Voor AQ \\omcx \‘13* de ‘|nvo.rio.-n\‘
Yo 1<ns1000 A (9_;-. ogi<n Vaooo ()= x (i)

die op Srond voan (i) Semo«\m\ce\ﬁk voor n=1
e ‘mi‘*ic\iseren 15, Voor \'\Qmm‘mg sugaereer)‘ c\'}
e n oF\OSSiﬂ\S voan cle S\TL\CXLA.Uc(
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W_ n. ir\}

3 *:(0)= 1, M= {’\)0}

; do n-,(:1000-=>"ver\1003 n met 1 onder
| jnvariantie van Yo

od

——

B

De ofguve ”ver}!oo v mer 1 onder wvariantie
vorn V0" belekent dol de wooarde vom Vicoo(n) moet
worden \')ePo.Q\&.. OY) Srond Vo (\‘\\) en (iii) 1 Vooo(n)
von de vorm 2:-x(i2) wmet 05i2<n, of vonrn de vorm
2. x(13) met D13 en &Y vam de vorm S-X(‘IS) me}
Dgis<n . (Merk op dat , omdal 2.%X ,3.X en 5.
alle drie groler  dan %X 2Tn, lidmaakschop von
v op 3rc>nd von (i) allgd o.:%%qr:ax van een k\_’mg
x die Yob V \:)e"noor\', ﬁe’t 's deze e‘naens:\nap die
oSNNS N S\‘Qa\ 'S}c“' Q\QTOEn'\en  Gan V n QP‘:\immende

v o\gorde e genere ren. )

Nawn de qetollen van de vormen 2.x(i2) s
3.%x(3) en 5 %x(i8) woeken we de kleinsie hehben
die >x(n-1) 5. Mow. von de \«\emsk 7 %xC(n-1) von
de vorm 2-x(i2), de kleinste »x{n-1) van de vorm
3.%x(i3) en de kleinste > x(h-1) van de vorm 5-x(i5)
mosten we hel minimum hebben.

Voor de Wleinste van de vorm 2-x(i2) die
>x(n-1) 15, moelen de waarden 2. x(2) in
g‘gk\immende va\gorde onderzocht worden =~ zie
de 9. \'meqr search — . Omdo\' 22X een wono-
foon s‘raﬁende ?unc\'\e van X s en x('.'.og'mn)
ncreasing is , wetekent dil dal de waorden
2. x(i7)Y Tin Vo\Sorc\?. von or:\(\immende. [
onderzocht kuwnnen worden. Voor de andere
dwee Fac¥eren Se\c\\ deze\@:\e oPmer\vms, en 2Zo

Vi'hde.r\ WE VOor ho‘mm‘“ﬁ
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“-. n:int
; (=13 n.=1
! é? Nn¥ 1000 —»
{Li2,33,i5: in}
. ‘,]Q::O; 13:20;15:=0
; do 20 x(i2) g x(n-1) 5 V2= V244 od
5 G0 3w XG3) g x(n-a) - 13213414 od
)E’_‘E S¥x(iS) s Xx(n-1)-> \8:=15+1 od
y X ()= (25 xG2)) win (B wx(3N) i (S % (5D
, = n+1
f
od

—

3

H'\ermee s c\e kous av:nwc\ ﬁ}e.'\" Q-?. ’th en\g
f{mc}\c von de stisnmen} 1220 18 het bewerk-
s}-euiaen van de invoriont

@y osj<iz: 20x(y) x(n-1d)

von de dcxoro-)g Vo\&&nc\e linear search . Owmdal

de gox s\rggené s, wordt deze invariant oan
hey cinde van het Winnenkblok deoor Nz v+t niek
verstoord. De invarianl voan de \inear search s
derhalve ook een 'mose\S\ce invariant van de bui-
tenste repe\-i}‘ue . mits we dec.\orq‘r'-e er ‘m\\'\ca\'.so.-
he van 1?2 “nmaar \Du\'.;'en ‘oranﬂen'. Voor 13 en
1S aeld} multatis mutandis het 2@\’%52, enr 2o komen

wg Yol de Vo\senée OP\ossinf) Voor \’mmmins

l[n,i'l,iS,'lS: ink
s x(0)=1; ni=1; 12:20,i13:=0; {§:=0
3 do n# 1000 -
do 2# x(i2) g x(n-1) = 12:2 1241 od
390 3 x(3)gx(N-Ad > 13213 +4
3do 5% x(18)¢ x(n-2) » 18:215+1 04

2 |
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N X:(\"\B =
(").n x('\’l)) ™min (’5« x(‘ﬁ;)) min (‘3 » x5

5 = e

od

e

i

anave. Toon aan dat , 1D }tﬁens\'e\\in\% ok onze
eers’re OP\OSS\nS VvV oor homming s 1N onze \QQ\'S)‘Q
o]o\oss\nﬁ voaor \'\omm‘mﬁ de re?e){.\ieve s\‘o.\'e-
men\-

do Z»x() g x(n-1) = 2:212+1 od

Vervanaoaen Zow moSQn worc\en Aoor‘ c.\e O.“Grno‘-
beve stratemenh

£ 22 212 g x(n1) > 3205 4
0 2% xG2) > % Ca-1N — 5\(\‘:
@
Voor de vo\senc\e Iwee, r‘e?eh}ieve. statements

3@"@'\’: mukohis wmulondis \ne\-’ae\?c\e. ( Einde vom
Q?&Qve.)

De ouerann:: von de eersie QP\OSS‘ma roar de
weede QP\OS?)'II"\ s een s\'ondcorcl)frcaﬂa@armo\-}c,
bekend onder ?e naoam /"‘n\c‘ma o relofion ourside
@ re‘oe\-i}"on'f Hg s de ?ac'\'o zo standaard dat
de ervaren programmeur in 20n oeval de cershe
versie vook niel eens meer oFsc\rrB Mmoo 2ich
me} een QPvraaj} me) welke exYra variobelen n
\\e¥ de mpe’ﬂhe omvo’ﬂenc\e \o\o\m de ene S\QS von
de repe\-\\ie van de voorqgacmnc&g Z2aw WKunnen

rog;\-eren_ (Die direchere weg is clesqme de we
\05 de on}wkk\tc\m:j van m‘mseasum bS de ‘m\m-
duchie van Y hebhen Sevo\sd)
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Coordi naxen'\'runs g}or ma\‘ue

—I.'n het ver\eclen -2 YP?G eV, — he\o\nn WO ons

‘raez'.3se\wouc\en m et sSquare root Ses‘:ec;aceerc\
door

LN it { NZOS
3 et ind
} Square roct '
{ o?2s N A (ard'> N}
N
i

e zgn doen Seemc\‘qsd met de ov\ossans
][ b in}

; a=0 ;b:z‘\

;(i_q\o*'bS_N—b\o:'Z*\s 9_5!

, do b £axrt -
“_ <iint ; ¢z <G+\3)<_l;\_\1'2.
;ng*CSN-% oz €

“ TR > N= bi=c
]\Q.
o4
1

Deze oP\QS‘S'mj was hee a%cie& in de 2in dat
het aanlal 5\032!\ van Qe re?e\‘u’r}es Qvenrediﬁ et
\03 N was -en niet euenree\‘ns met N als 5‘5 Qen
eerdere o})\oss‘m — . Zoals de o‘a\msang Yoven s
gegrven ver:j\' 2\\«. <
en aq-nsez‘.eﬂ de q\semene mu“ilo\icu\‘neve o\ozro.\le
doorgaans en orde van 3roo§¥e>meer Y5d vergt
don additieve «Pemkes, halverinaen en verdubbe-
\\ngen, rSS" de vra03 oF- de2e o Semene. varmen‘.s_

G& we\ een Vermen‘:sm\di‘s‘r&,
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vu\d‘;smgen See\im'meerd Kunnen worden. D kan
inderdoad,; we 2ullen de climinotie in een aoankal

S‘"QP Pen uui\' voeren,

We hodden al o Semer‘k\‘ dat hel verschil ¥h-o
Ou“‘d een H&ch\m S en dcﬂ de "@h{ 2 " on.r' om
doar "/2” vervom gen moch} worden. We doen dit

en houden tevens de INVOriont d=h-ax. ™ stond. .

\[b,d:‘m\'
; =05 bzt disd
,é_g BNBSN —a»b'.::Qn‘D', A= 2xd  od
;do b4ost — T
“. <. int y, €= <Q+B>/2
‘,'IEC#C £ N - on=Cy d::d/‘l
B CxC D N = b’.:.C;d‘.:d/’A

Qéll

R\ -
Het} Binnenblok s Qqu'qvo\en\ met

“.-_ < int <oz (Q—\-‘a)/? 5 A= d/Q
{a+d=c A ctdab]

;P s N = aize
g > N = hizc
e

A

Caemaks\na\ve bheblben we wns even de em\ocmen\'
veroor\oo?d) .

Tn de \o\q\ ste alternotieve <lotement mogen we
adle 4 de <s door Ca+rd) vervanoen. Maar
don word} de locole ¢ helemaal niet meer

gebm;\d, en koan \'15 s“ro?fe oo wore\en we332-
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loten: hel Winnenblok wordt cldus Serec\uceerci Yok

d:= d/'z
;o Cas AV <N > a=o+d
. (Q+d)2> N - b:= a+rd

S

Veruolsens merken Wy op d o} vonweoe de
nvariont Q=0 , Adwa. b=d , von de. eersx-e.
repeh}'ie de Suo.rc\ \o?':{ N demel@iz waarde
hee@ als d*'x N en cdoardoor vervongen
maq word en.

Vervolaens werken we op Aol vanwege e
in\ror‘\qng d=b-a van de hueede reP3i3te

de 3uard Yot ard deze\{;‘de waarde heel}l als
d#£1 en daardoor vervangen mag worden.

Maar dan m03 de Vor'nq\se\e Yo s\fraq;e\oos
worden weﬂ&e\u\eﬁ. He)r resu\xqc& VGO Q\ deze
su\osh\u\‘-es ern omisSsies s

W d: in}
y =0 d:=1

do At N o> di=2xd od

v do d#F 1 > d.‘.:d/’&

T iC Ca+dd?s N o a=zard
n<0.+c.\y'>N -—‘oS\{\P

B

2

od

i}

DY was moar een cPs}u?Je om ons in staat
le stellen de suard (ard)* <N e kunnen her-
Sc\nr"nven Yot 2:.0-d +4% < N-a? ,een vorm
die ans suaaereer} drie variobelen P>9 en v
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fe 'lh’froduc.eren, die voldoen aan

P:Q-d FAN q:dz N T = N—Ql

Deze '!n\roé.ue\'\e \eid\' Yot hek vo\seﬂc\e,
'Progrotmm& — mer\< c;wP c\c} vonweae o.=0
'n de cerste repehitie de verdu\o\oe?‘

d net meo; een Verdu\obe‘\'mg vV an P 3ePaqrd
hoe@l te 9oan. .

ms Yan

\t P,q,r,d: 'm*
’P:O’ q2='\‘, r"..—.N‘, Q::O;d‘.:’\
; do d1$N—=’q:=4¢rq;d::'Lﬂd od

;do d#1 > gqi=qf4; pi= J2, d=d/2
'5\2"'0*‘5 +dr< N‘?G‘—» ro=t-(2nond +4%)

T 3 PEPYA a=o+d
} 2#asd+d™> N-a* = skip
od {o=p}
)

In de eers\'e re e\'v}\e s de woarde Vo de
3uo.rc\ a*< N Se{itjk oon die Von QS T,

waar door hB vervongen wag worden.
Tn de fweede \'epe\-'-‘r‘ne is de wWoarde von

e guomd d#£1 9@\3\‘ oon die von o‘#’\ ,

woanr door \\3 vervengen mao worden .

Tn Qe a\}ernq\-‘:eve cons\'mc\-'ne 'S de woarde
VO - o-d ’\*d" 83\3 ooan die van Q-P*O‘
waoardosr h< LAl L vervo.naen wordern ev die
von WN-a® Se‘fj\& cor 4Aie van T .

’Deze verv&nsihsen mo.\<e.ﬁ d over\bod‘; 5 2n
de QSSignmen}S Gan o ‘cunhen wgage\o\en worc\en
mits we aon het einde Q=P inlassen.
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Owm kor“heidsw‘.\ \s de hu\onria\oe\e k ge T~
froduceerd, die \05 3e\'>'m.‘.\< voldoer oan
h= 2:p + 9

‘t P;C-],r:'\n\-
;P::O;q:::‘\_-,r‘::N
BC_AEQSr—)C\==<|*0| c_;é
; do 9 #1
L h:int
> =gl hiz prq; P= r/2
N i_f’hsr-; F::r-h;‘:::?-t-q

I Po>r~ S\t‘n‘:

¢

A

O?me"\““é. Met bovenstaande Q\Sor‘r}\nme \noeF'\' R
een m‘ucroseproyommeerc\e hinaire ch\'\‘me de
worbellreklcing niet veel meer 1G4 te kosten donm
een de\‘ms. ?E‘;nde van OPmer ‘mS.B

\rJB \ne.b\oen ‘n‘.er hel *roﬂs%rmahe‘)f‘oces ~n¥ro-
duckie van nieuwe voriabelen en invarianien , her-
Sc\nr\a\rins v wards en doaarmna e,\im'.nq}ie
van oorstn\c 3\«. variabelen~ in alle uitvoerio-
heid \aten 2ien. Op deze wijze leidt hel wel o
wol  veel sc%rﬁFwer\t. Wie aon deze methode van
Frosrommaon¥w"\<\<e\in3 gewend 13 verricht dﬁ
oﬂraonﬁ van oude op nikuwe vor'ao\::e\en " Ren
S}QP . 2onder de versie met beide op Je 's<,\nr5ven.
Het bezwoaor van \ﬂersc\-nav'mj \:\8% nochtans

oon deze_ me%ude van ‘Pmsr&m-mmn"wi‘(\‘e‘ins
kleven.
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Noor canieidina von een %_eric\ﬁe chxe.
e o e

Mg beschauwen een g)raq? met N verschillende
v\oun%n Senummerd von ,D Hm N-4 en ™M ScriC)'I\'Q
fokken . Elke ok \wee@ een van de W R\Aﬂ}%n ols '

, o\s '?.irdvun\.'
ten }0\< \heé en hu‘:‘rao.aﬂae. \'0.\« " VGO 15n \Dee)'in~

"be&‘m‘ou-n'l' ‘ en eer von de N uwnten

-~

Pun}‘ e 2en ”‘\n\(omende ‘\'m\cu VONn Ton Q\nd?un\‘,
e} e'\ndpuﬂ“ VO een \'Q\n: \nee,\‘ \:(}‘nu'\\' :%e\- \023'\"3-

)oun} von die )‘-a\< ‘direct beretkbaar”.

De siruchaur von 2o'n 3rou:x? ko op verschillende
maonierer worden vos’rge\eac\.. De meest sﬂmme\ras&'e
monier 1S wmer behulp van Ywee rien , v(-0gi<c™M)
en e(i:0€1<4™M) ,‘ZQd.a\' W) en e(G) het nummer
von Yeanpunt resp. eindpunt 20n van de i-de
Yok (‘maee\: o-€ anétre. w‘-Kekeurige nummerin by
DPeze Ye rzsenb‘ie s WQ\ sbmmex'r'nsC»\ » YHmoor
voor de wmeeske '\oe]:oss‘maen niet 2o \wonchs_
om vast Je stellen welke \Pum)re'n direct berek-
haar 'DSY'I vonuib \oum\- * . ymoet de \1e\e \o—r‘S
Q?sc\ns}' WOr‘den Qo \ms} Je s‘re“en voar 'we\\fe
woorden van 1+ b=k 39\&\"

We kunnew de Yokken ordenen: eerst de ui\"amn-
de rokken von Pun\' Q , dan de ui\'gc.ande. }okcken
von punt 1, ek ; Yakken rmet \1e¥2e\?de_ b%anPun¥
Kunnen we don weer ordenen noar ascendin
Nummer von \f\um Q'lne\‘oum\‘. Me\' die orden‘mS
s de ‘mg;rrna\-'ue. wn de \o—-rS ook re-presen}eer-
boar door de 1'5 grom(\'):os:y N+4)  zodek

(A J 05 i< WN.
(A 3. Prem(P gi< FromGard:
P\m* e(D) is vonuit \oun\' J direch \'Jere‘u\xhaots).
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’&' rihen g'om en € \Qasen de S\'mc\'uur' von de
ool

vask.

Ofaove_'_ \len?eeer ?rom(()):() en Srom (N) =™ :
9o voorrts no. do} ?rom(dﬁ)-ﬂ?rom )32 het aantal
ui\‘so.nﬂde ’ru\t\ten N O pum‘r \) . (E‘m&e. VO Ops:we)

Als een Srm(? g aldus door de roen ?re.m ’n
e hesdhreven wordt aeldt  U\TC :? ?“Um , 9-3
We} Yweeral ( ?rom .,e3> 3@?} snel omYwoord o

de V!‘GQS WQ\\KQ ‘ounxeﬂ vOmuﬁ een Y)un\- k d'mec"
bereikbaar Gn.

Deaze repre.sen\'a\-ie biedd qeen soelaas voor de vrace von-
wit  welke Fun‘ren e_n \Pun\‘ % direct bereikhoar is.
Mls di} de veelvoorkowmende vroao s, kiest men
de Cump\e.men\'o'.re ‘reFre'Seﬂx'c\\-ie.. MDoorin waor-
den de tokken anders Seordenc.\-. eerst de inko-
mende \-Q\«\cen Vo Pun% 0, don de inkomende
fokken van punt 1, eke, on Yokken mel \\e‘rzc\@:\e
Qind'\oun‘ in Vo orae Van aScen&ina nuMmmer van
Run ‘)e\s;n?un\‘. De \n?orm:;}‘:e vervot in de Q-'B
1S dan ook re{xresen)reer\oco.r door de g

r‘;o(\}: o€ y< W41 ) zodak

Ay 0s j<N:
(E\ 4o (J) £1¢ Xg(\')ﬂ):
vonuiy ‘-‘lun)t \D(l) e Pun} ‘) direc\' \OQre‘.\c:\;onb).

Te Gen ¥ en do \easen don eveneens de
shructuur van de Srucxﬁ) vast; ala een gma?
e

vologns dceze <onven is heschreven se\&
T.%(g\? o) .

De opgave 1S Nu een pProorammo te cm\werpen
dat wit de ene repres entalie von een Sra.a? 9
de comP\eme-n}uire re\oresen¥a\"ae vormt,
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\L ﬁ,N: Y {M30 A N34t
y Prom (1.0 1< N+a), e (. 0¢1< M)t grroy o wnb
{UlT(% , ?rom, Q)S —€
sl bGrogix M),a\g(j-.osyNn)-. orray of in}
) graphcomp\emen\-
{INCG N, Yo 3
B
A

WB geven cerst een c?\ossing voor Brar\\comp\emeﬂ\‘
olvarens dere Yoe de lichlen.
It i) nt

3 J'.:O‘, (i?d#N—)"‘O(J):O ‘,J::Jﬁ-’\ 9_é_
. 1220 ;do i Ma>to(edM=roleiN+4; 1=141 od

. o (W)= » )= N
N g\_.:_,‘#o —-'93:.—.%-'\‘,40:(_‘,\: ‘\‘0(3*13-'\‘0(‘)3 g_cé

s L q(‘j'- 0g §< orro gf ink
3 =05 de j#N- q:("))z“-o(‘:));:)::j+1 od
=0 ) 4= 0

3 é_(_:_) J:ﬁ N — {Prom(j)='t}
do 1< {’rom(J-}-ﬂ Y
\D(Q(€<ij§\)=_\)
; q:(eCiD=qleid) +1

5 =144

_O'é‘, ".=j+‘\
o
1
A\

In OP‘“‘L:}\“"S von onze 3eu.>oon-\e zullen wg voor
adit "orogrammos 3een 'mvarian-‘en ‘FQFMu‘efCﬂi de in-
variant von de loatsde repetibie is wol moeizaoam e

F:.rmu\eren Cwn HQ\P" Ylie" ec\n}f \o"j de on\'wk\(\\e\inj Van
dit progromma.. _
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Wa welen do} u‘.‘:e‘mde\ﬁ\« ¥0(3+13—¥b(3): het aan-
*a\ if\(ome,nde '\'C\\v\xen von Fun\' . MCAQ;" C\Q" 'S
Selgk aan het aontal maolen dak a)e waarde J "
de e—rS voorkamY. Mow. de waarde wvan o kan
wit de e-ry berekend worden, en de waarde vom
erom sFee“ daurbg een ro\. In de eersl‘e ‘W&
repeh\-‘.es woréen de '\e%‘mjo_n ui}aevoerc\ ‘Loc\o"
+(j)= \ne\- O\Qn}a‘ 'm\(omenc\e ‘\‘Q\\‘\(eﬂn VO Pun\- :)
No. Qaﬂ\ru“irts metr  +o(NV=™  wordt in de derde

rePehhe doar ver‘sc\ﬂ‘.\\formina G.an “ro 'Z.Sn wik-
einde\g\ce woarde 36?.32V€n.

’lr\ﬁew\\n\te\&er wcrc“ \nex‘ n \ne‘- dmrc va\sen_
de Dbinnenblek , waarin de woorde vom Eﬂbm "
de bere\ceninj moet worden bhelrokken en b
berekend ;noel- worden: als de tak¥en in de (doer
F;’-om en e eqeven volgorde in rekenin ehrach}
worden , \(omsef? hun be;g‘mpun’ren \fris-\c?asa m b
terecht. Het locale array q s ten behoeve van
de administrabie hiervan ‘msevoerd: ol(\'\) is de
jndex in eraj b voer hel nummer von he} beain..
Purﬁ van de ”e:r*:rs\'*«rc:>\3c=.1'-u:3e"r inkomende Yok von
un} h 5 n \ne\' Proar‘c\mmq s S}st deu h:e('l).
grran q w ord} Semi‘ia\iseerc\ med de eersle N
elemenien van Yo ; ehke keer do} onder incl‘\cerins
mer q(h) van b een nieuw element s Sedegs-
nieerd wordy die c‘Oﬁ ey A ver\noosr,\..

Tn de laciste repehl'-e. s 1 hel nummer
~in de oorspmn\te\ake valgorde - Von de heersen-
de Yak; i loop op van O tm M. De woorde
van J -QP\Qand van O "t[m N— 1s steeds het
Nummer VO %e\‘ \Deﬁ‘mPun\ Vor ée hQQFSQﬂAQ *a\v,
het s dus s}eec\s de woorde von die n b

word} 'msevu\cl. De ‘n\om\s —index- woar dit Se\oe.mr“
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han8¥ e.? vorn he} eind‘?un\' varn de heersende \rq\s,
adwz. von e(iY: het is nl, q(e(ﬁ) .

Kest oms neg het ovplopen vom i en 3, pas-
Send '}e = nc\\ron'\seren. H'\er sFee\\' erf.x:j {rom
%e. ‘Formu\e. onderaan P.143 veriel Fre-

cies welke Qpeenvo\senée i-waarden b elke waar-
de van 7\ behoren. Pe builenste TEPQ\“I"IQ wmookt
ket vasie aankal van N s\agen, in elke s\o.3 goat

een ro\‘.

) me} Zovee‘ S‘Q 1es om\nosa a\s nod'.a. ’De AN G-
+ahe {?rom(\,):i{ s een stukje vowm de invariant
van de buitenste repe\-}\‘ue.

Opmer‘cins‘ De Q%PPQ&\( dat ao.nvun\(e\glt tokken met
hel-ze\?de bejzn?un} noar eindPun§ woren Seorc!ené,
wWas over\aodia‘ \45 hebben hem Scmo.q\d' om der

wille van de s mme\-rie: dam\tt‘ arrs L na
o@o«:P \~q\(\(eh:jmel» ke\-ze\?de ejinA?un? jqqrjbegan-
punk oeordend. (Einde van O‘:.mer\ﬂn3>

Merk op dad Vefmeerc\er‘mj en meihdef\ﬂﬁ et
1 20 goed als de enioe arithmerische opero}}ea in
it progromma G, (Nac\mneon‘werpers doen er Soeci
aon het belang von de su\oscnP*‘ne in vergelgking met
dat van de aa:?“mme}‘ue\( nie} Ye DhaerSC‘}iGA’)‘Ch.\?
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Hel korksie pad

We beschouwen <en Seric\n'\e 3ran? med N T;un;en,
enummerd van O t/m N-14 en ™ ¥o\<\<en, wcmrbg
etke }ok cen ?os'.he\m \enghe \'\qep. De 3nm€ VS
aegeven - 2w vor'tje VOOr‘%ee\a-—- door orra:)

{’rom (3 0\‘3< Naa) . o.rrat) e.(i: 0fgi< M) e Grrob
d(i: 0€i<M)  20dat

(B \: 0\<3< N1
9‘!: ?rom(\')) €< ?rbm (3+-\3:
vanuit Pun}j 1s ?ul‘\"l‘ @.Ci) dif‘ec}
bereikboar via een Yok der \ensh ORI

Een g bokken 2odat van ek lweetal opeemm\ ende
het eindpunt van de eerste hel beginrun% von de tweede
s heed eon oad” van het \oeaa-n?un\‘ von de eerste
dake voan de *§ naor het einc\Pun¥ von de loatste
ok van de rS. Een enkele tak is ook ecen Tacd;
\eae. Paden '«’.:‘jh ook '\Deses’rao«n: bes‘m- en e\nd?un’t

van hel FM\ valen don =amen.

De \engle van een Fad s aedeghieerc! o\s de
som van de \eng’res van de conshituerende hakken.
Sevro‘o\.jci @en progromma dot cen Yorkste Pad
van fmn‘\' A naar Pun} B be]oao“'.

¥ *
>

'De \en3¥e voan een \(OA‘S;'Q Pad Vo 9 noaar X
noemen \_.-:-3 kortheids halve de ”a?s‘-qnd van X",
en wg 2wllen ons voorshands \oe?zr\&en do¥ de
bef:a\‘m van de og)sxcmcl van B . e ex¥ra ad-
mlnis*'ro%ie 20dot na q?\oor tevens een ‘ood hekend

S 'do} deze Q?S\-an\ Q\S enak \ezﬂ,\(om\- \Q\‘er

wel.
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Als een Xorkshe od van A noar D via C \eoP\,
bejm% het met een kortste Po.c\ voan R mnoaor C.
D} sugagereert om voor de \;:un'}en von de arq.a? hun
aos)ron en "le bePQ\En in de vo\gorde van o.scendins
ofstand. Neem de punten, woarveor de Q@rma '8
bepaa\d , de 2warte ‘:un;en. Zodroo B zwart is
hebben we hel antwoord gevonden; blgkt voordien
de verzo\me\ms 2warte Puh)feﬂ onuit re‘.d\oaar,

dan s B niet vanui} a bere‘:‘\f\oaar.

Me’r 'wo\\‘ voor um)r \(G\ﬁ de Ver'&o-me\\n 2wor¥e
u.'&qebreid worden. Mel een "?3 nic" 2wart Pun\‘,
mac\;r‘ aan wcl me} een nie\—?war)‘ unt c\cﬁ c\\rec\-
vonuﬂ' een 2wort wn} )oerei\c\ouor ¥S: Van de niek
Z2waorte unx-eﬂ ‘Zoeien we jymmers cente me\r mini-

é;\'ov-.d. De niel-zwarke Funsren die direct

Vomu\ﬁ* 2€ 'Zwor}' Pun\- \Oereik\bo‘or ‘L\th_'\«\e_uren
We 8'883 de T'es‘*'cr@_nc\‘e. Pun'\en 'L"vn w‘\\‘

Mmuwmn Q

s er geen grie Pun}zn 1gn  is de verzome-
\'mg zwarte niel uwitbreidbear. Pls er wel gryze
Pun%en ’?.E)n, we“«e \c'\e‘a_en we dan om Zwor}- )re
'mq\fevs'? Kor\'s\i'e P&den v oan 9 T OOTr ee¢en nie‘-?.wo.r\'
Fwﬁ bevatten precies A4 Yak van zwart naar 9755,
em o\.\.e vocropsua-nc\e )[‘Q\K\YEn ‘IS'n Vorr zwqr\‘ nocor
zwark,  Een Pad vanwit R , \Dee‘m'ner\a met O of meer
‘tokken wvon zwart voar 2zwart en o?aes\o\eﬁ ek
1 +ok von 2Zwort naar Srgs, Noemen W 2¢n
”specical pac\" van o emdpun)r. Een orgs Pum}
met het kortsle sPec‘.ae

pqd mag 2wart worden
Semuq‘k}r en de \en Xe V Oy cio\' \for\'s}e SFQQEQ\Q
Pod ic doan de a?s}-ami vorm dat \Pun“.

Hd s dus Vo\c\eenc\e om r oras unt
de \en:b}-e van 1 kortste sPe\Zl\ea gadPBS te
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houden. We \Desc\noqun \ne‘r Sevu\ dcﬂ' pun\' C van
orgs 2zwart wordh,

(i) Een u&\'ﬁannde }GL van C \e'uc\)f yioar Ren w‘-}
]’Jhn‘i‘. D;} Pun} worcﬂ‘ 81‘55 en tion *minimo.\@. 5?@-

cio\e-Pad\en‘g}e word? de ois:mn van C  vermeer-
c\eré me& de \ena}e Von de \( (12} \(wesht.

(ii} Een Mi\‘\gacmde ok van <€ leidt naar een
9rys Fun\-. De minimale sPecm\e-PqA\ena\-e Van
c\a\— Sr:ujze ?un} wof-c\\‘ \’le} miviiMmamwm van wa‘f \15
was en de Q?S"Oncl voan C verrmeerderd wme} de

\Eng}e von de Yok n kweshie .

(i.‘.') Een ui}saqnde ‘\'o\< van C \e\cn' noar een
2wart Pun\‘, Teze ok is nooit deel vowm een kort.
ste Pad vonuit B en kan verder Senegeerd

worden.

Lams'zamer\wmd wordl het \rad ons Q? e vragen
welke informolie we oPs\aan. Ener-a.gds witlen we Tap
het antwoord kunnen berekenen op veelvoorkomen.
dQ vrose.n 2oals ”wn\ s de \(\e:uu" van ?uvﬂ' X? n‘;’

andertf)ds ?.5 het \03 vef‘o.hde.r‘ms \:Ewer\{en VG
deze in m-mo.he hie“ }e \Dewer\&e\g\«.

Veoor de VQS'))CSSMS van de W eur stellen we

Voor een era:j c\r(i: 051< N) eny de c:cm\ren\"\e.

Q\r(]): 8] = \oun)(' \ s w;‘r 5
C\T‘ (3):‘.'\ = Fun\} ER T Srﬁs 5
cle (l\ =2 = ‘Funn} s =Zwark

‘r\iermee (-3 8232\!97\ \ne} \Oun\nummef‘, 'nc}c.\'\ raad-~

P\ea‘.n noc\\ w“zia'ma varn de \(\Q.U.l"’ van \"ne}-
Pur& S’bewerke\si(.

VOOr ?_uoo.r\'z Pun}en \moexerx we d?_ Q?S\‘Omc:l
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Vﬁs\-\e er, Voor ?rﬁ?-e ‘Yunxrem moe\ren we C\Q

minimal e S’Pecla Q-T:vod Qng}e_ \o:"j ‘hou.d-e.n. ‘-‘\Oﬁ—
e2eyw PG de overaano von riS Noor 2woart
geren BH Jongy 3

de laatste de cersle word\‘, revresenieren we

C\Q?.e. 12 }’Ie\ 'Ze\?de C\rroD d‘\S\ (it 0gi< N)

disk (V) = onaec\e?'.n‘.eerd als Ar(i)=0
= de mi_n‘nmo.\e. sFec‘\o.\e-—PQc\\eng\e Vo
punt i als Ar (D =q
~ de Q%}-a-ncl VO ‘Pum\' i als <r(D=2.

Voor de a?s*ands\oepa\inﬁ 1S onz2e \oo’:s‘e F‘}ch*
de ‘oqu\in& van e€n 3r‘95 Pun* me} winimale spe-
C.}G\Q-Pad\ehﬁ"e_ Viie de 8f522- PU\I"’A’CH '7-31'\ \18}‘ beS\O"En
n <\r ) de exhac\ae hiervan wit e\r ver3§ even.
wel dol het hele arroy clr  word} w?aexc\c\", en
Ocmaezien het owm}q} Sr"te Pur\‘*en in \"ae\' 0\ emen
L LA ) orde van 3roo'He \texner is clqn N s*e“en
WB voor de idenhgco}ie van de 31-82.9. ?un’i@m met
behulp van eniae ex\'ro-. Qc\minishuhe Ye ‘Oespoed'usen;
dit kan wmel \oe\\u\P voan e in\'eger voriohele
grn er arraa ar(i:OS‘KN) en de canvenhe

9;’(3:05}(3!"\) = dg rB NnuMmMers vown de %1"5?.2
T)mn}en C‘un eern o? ondere vo\a-
orde )

era}j qr en Aeler g worden 3%57_;5:! als
de. co“ec\-‘\e_ 3r5‘12 Fun\'en veranc\er}*:

(i) punt k  wordt von wi 9rgs:
or:(gmd=k; grniz grned ;

G Pun": Sr(\-.) wordt von 9 gs 2wart -
grniz grn=1 5 gr: (h)= or(grn)
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-TEMS\O‘HQ overwe_sen we de ex\rcx \n?ormo\'ie 'nocl‘.ﬁ
voor de \oe‘:o\ins von een wkortste Tzqc\ van 0
naar B . Omdal wg Yrachten de verzamelin

Y 3
ZWQf}? ‘)‘.\un)len “e \ov\en roeien *O“AQ} \\5 B
omval , \33“ he}l voor de S?n
Zwar"e Pur,\'en X een Xortste Pod van Pt naor

ond owm Voor alle

>< Vns}' k \e en, én Ovno.\cao v OOT Q\\( 31-55
Eum} X een Y??:.r}sk Slzecicu;? Po.cL vorn M ncoer

s een korlste (sFeciqa\) Po.d von A naar
X eindigY mer Ae ¥G\< van C  vnaer X ., 1S e}
way X %ae\re?} voldoende \03 X le reﬁis\:reren
do} \HB door C word§ VOOfCK?jQSQQn , mids voor

C een ¥orlsle pod bekend is.

’,De?_e Vourgon eroamir\is}rq\‘ie wm—cﬁ \fJ" e}\ou.-
3%"3 49
den in het ero.:) Pmd (i:0$i< N) voor o\\e
grjze en olle zwarke Punxen mek u‘.\'zundenns
von A, dot geen Vvoorganger \wee@. Dit
laatste Winderd miet omdg her korkshe pad

von A naor B bekend is: het s het \eae
Fao\.

—Tens\oHe Prec‘rsercn wB u;-} de grme\e s?ec;?r-

colie hoe hel ontwoord vas\-se\e\ac\ moed worden.

Y = 0 a\s :B n'|e* vo\nu.'.} Q here'u\t\scm.r S
= hel' Qo-n’rc:\ Pun‘}'eﬂ QP he\‘ Sevonclcn kor)‘-

she Pac\.
en voor\"s, als K>,1

L = \enalre von hel 3cv<'mden korlste Pad

TAD(i: 05i<X) = in volgorde | Beginnené met Q
en e.ing‘.aend et B, de Pun-
Yen op et aevonden Ycor¥she ‘:ao.d.
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Uiy de E)Qrme\" 5Pec'-?icu\r‘|e Geven we de decdla-

Y’G\HES:

LA, B, N, M. in}
5 ?rom (\}:05_')( N+13,e_,d(i:osi< M) array _gg ind
; IR, L int
;"Pﬁ'D(i O.SKN): arroy 3? ink
; s‘hor?o'\-\n
1
At

De kern von :5\101-\00-\-\'\ vo\a} op p.1‘54; op P,‘\SS
Vols* een QEnV‘oudise CDC.\O, waarin het O.nx'woorcl QP&Q_
gevraagde manier met behulp von de varabelen
W. L en PAD wordt algeleverd. (Nerk op dat het
F&d in cerste inslontie Gchlerstevoren wordt op-

32}30‘4\4\) d )

>

De '\nihq\i&a}‘le voor de rof\e repé‘.he }Desx‘no}
wt het Wit moaken van ORE. ‘oum\'en Sevolsc\ door
de r:‘js\w‘eur\ns -me¥- ‘;nqch¥n0me van o.“e, con -
Ees—- van R . De Sro}e r‘e'i:c)ri}'ee eindigi-
als de grg?.e Fuﬂxen GP ‘?.Bﬁ o B Zwar\' \S
merk °p , da} beide het Se\m\ unnen ZGn.

Hel binnenblok beskaal wil drie ydqe“‘en.

ven

(D e keuze van het grgze Pun‘f C  da} 2wart
za) wordens varaab\e \'\ s e‘m}rodu ceerc\
omdat T Wit gr(‘nos'\*fgrnS moe} worden

verwgderd, variabele  vmin speell de 3e\orui-
kelyke veol .

(D Vant € wordt zwart Semau\x\ met inacht-

nome von de Convenx’ics‘

(VOor\‘?.e“’mﬁ oF P 155.)
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{[ srn,'\: nt
; c]t', C\is", or, ?red (J:0$j< ND: grroy 2? in}
; 1320 ;,do i#FN > clr:(D=0; 5:2iv1 od
el (A)= 13 dish:(R)=0; 3!’:(0):953”1:: 1
ég 9rn>0 N c\r(B):}:‘Z )
WLh, min, C:int
5 hiz0 ) min:= dis} (3r(0)); =
; do if 9T
'|_¥ d\s*(gr(i)) 2 'Min — S\ﬂ?
B dist (9!‘03) £ min >
min:= dist (3:-(0) s hisd
ﬁ TR
g__c‘ ; Chs Sr(h)
3 lri(@d=2 ; grn:s gro-1; ar:(’h)z Sr(srn)
; Viz ¥rom (<D
> do i < ?rom CC+)
\[ X,\en:irﬁ-
1 X .= e(i) : len:= disy CCD aGid
; ;‘? dAr(Xdz=0 -~
elr(Xd=1; 31‘:(51'“3‘-:)(; grn = grnyi
5 dist:(X)= len
1 red: (X0=C
D C\I"‘(X): 1 -
\f len 3 dist(X) - skip
J len s dist(XD -
d.is*:(X):\en
;\or@o\:(X): C
. i
I clr(X) =2 = skip
{"l; 1oz 141
1

1R

!

IR
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; n_f Ar(BY#£2 —» K.=0
) cr(B)=2 —
’PH‘DZ(O).::B > K'.: 4
. do PAD(K-V+ A
PAD: (K) = pred (PAD(K-1) ; Wiz ¥4
od
,‘[j in} ; 1:=0 _',J‘-: -4
; do i< -—-»'PQ'D:SNQ?('\,:))
y ©i= ey ::3—\
y 3
3
3 L= dls*(’B)
a
A

CV oortzetying Von AS3))
3 v

Gii) De witqoande Yakken voan € worden b‘:‘j
Yoerbeurk besc\ncou.wd; X s het e‘mépun’f van
zdn Yok, len s de \enjl'e_ von he} korkshe

Poc\ vanuit £ 4o} me} ok CX e.inc\'|3¥

Merk op dal X en len locale constonken 2o5n;
'a_C'j 250 am \&or\'\ne‘\dswi\ exn voor de c\u'\de\a\‘-
heid Sein}roduceerc\. Te allernalieve sholement
Vo\a‘\ de analyse van p-160 op de voel; als

de ward c)r(X)=1 vervanaen worcn' door
cle (%(3 21 kan het Q\krna\':i)

me\' C\Q SU-Qra
dr (=2 vervallen .

OEmer\c:nS. Vorigbele i wordt slechts 3e\gm:\<\- ™"
dis\_’sunc\e repe\*'lhes- We hadden von die rvepe}-ihes
b‘mnen\o\o\c\ten \(U'ﬂ'ﬂeh mo\(en, e“( mg* een C\QC\O\‘Q—

L4

bie van de ”e'agen i . Dot zou wel mooi aeweesh

Gn , we hehben, het wit luiheid en (slechle?) 9e-
woante miet Sedo.un. (Einde von O?mer\x‘-ns.)
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'
De ”\D'\narul Search '

He" dOE\ \S vos‘ '\E s\e\\en o? Een Seseven WQardg
voorkom\r in Wn Ses::r"eer*c\e rS, ?recieser: we 20e-
ken een oplossing voor search ,6c3Peci§)‘nccercl doer
L N: nd {N>o}

Wi ogi< N):o.rra _? n}
2 alred e

{5 0sicj< NI WG g N(j))}
3 X-. Yn
5 \[ Presen‘f . hool _

, Search

1 'Presen§ = (E -0gi<N: \JCiB:X)}

A

1

Als X wel in rq W vcor‘\xcm}, is her onwaar-
Sc}ﬂgn\B\t da" e H, V05¥s}e\\en 'z.onc\er da\' oo\-c
se\IOhden wor’d\ waor X n de "5 W VQor\\om‘f’
dwr. 2onder dat een | bepoq\d word}  zodel

WG = Y

Deze re\a\-ie s “‘c S‘\'Cr\« orm QP o.? 4’& s\'evenen,
won} X \noe?\ niel n TSL W voor ‘e \<omcn;,

als X h'ne} ' de rS vV oor nm‘,\(c«n Voop Zgn
best congeven 7woor X had moelen stoon

dwz. WD < X < W(Giae)

7o\an3 we et Ne\cn woar we can Yoe 'Lah,
stevenen we o.? op

WG € X < WEr)

Deze re\a\‘\e S ncj eer bee\'e. ‘e s\'erk,
wom\‘ X 20t hee\ 5"00‘ o? hee \<\e‘.‘n \tuhhen
2Gn. De Samme)lfie reeds vershoord hebbend
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vanaers we deze Jwee ex¥rermne aevo\\en oy ver-
%ende w}“jze op- Voor heel arote X breiden
we e r% W ooin 3€c\ac\n’|en — dw2. ' de re\c’r‘.es,

<chi

b G n.;e i} “":e\' projromma ze\?— LA};' me} een
Sbm\oohs«:’f) ex\-rm e\emenx W (N): '\o\us onewn -
ci-‘_\::,)"; NV oor \'\e!e\ Sro}c X 2510 onze Ohﬁe\s\g‘heden
dan bevredif:}d voor iz N-1. Voor heel kleine
X verzwokken we mze relohe Ao}

R WG g X< MG v Q

met Q gegeven d oor
Q: (R 0sicN: WGY» X))

Ihm‘ndc\e\s 1S R 20 ‘z.wo.\< da\‘ ‘\5 o.\s Verse-
lgleing, i O\“Sd een oplossin \nee?}, moar
) 2 P 4
n03 s,er\( Senoeﬂ om de ein::\condi"ne eenvoudi

le bhewerk s)!e“iaen: ds R eenmanl Se\d\‘, kent
‘jorese-n‘\' = \"j(t)-‘-x

omdat de ra W ascending s oon resent de
o) 9 ¥
Sewms}e waarde “toe.

Han /R onHenen we de 'mvar‘;an}
% o<i<isN ACWE) ¢ X<N(J) v Q)

lni\ria\’;sa}}e s aeen ro\D\eem omciu" voor
4 i,J)‘-: CO, N relatie V7 Se\d\' N \:\3\<ens ‘25\»1 con.
S\"ruc..\'}e vo\3¥ ’R. wik /‘P Fal J: 141

On2e ona\jse 1ot 20 ver samenvallend
komen WB Yol zen o‘:\ossmj voor sSearch vown
de vo\sende srruckuur:
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“-.i,': int
> i::?o ;J‘.: N {ﬂ?}

; do J# i
./ . “ .
verminder ) onder
invarientie von Y ’
od {W}

) ?resen’f:: W(i)::x
A

We qoon Nnu \c:‘-j\cen hee we wne} begincondihe

VYA \#i+t het verschil  \-i onder jnvarianiie
VO Kunnen verk\einen. Onder die \r:e incon-
ditie bestaot er een 'm\-eﬁer h 20dal i<\?-.<b .

Met 28n h  wordt hel versch j—i 2owel door
=\  als deer ;5-..-.\\ verkleind. De keuze
Yussen deze Awee mose\g\«\"méen wordt ve.rv-o\gens
bePQa\d door de eis dat “Y invariont Wlgve,
Ui\ wer\r‘m Vary '?' ., res ec\-‘aeve\"k ’P'\ \eiiﬁ

3 h P 3 L
Yo} de Su.o.rds "

West ons slechls cen keuze voor W, WMet
iz v+1 o? ez i1 wordt weliswaar i<\1<3
\oewer\cs}e“;ﬁd, maor \QFQY& we de kons dal een
grook verschil 141 med slechts 1 verminderd
wordt: dit Zouw aanbeidin even Yo} een searh
die in het slechksle 9eve \11 5\&3(1\ vers\-.
Veel beler 15 de \ceuze h:= (it‘))dﬁ_:?_ . hier
daoar ‘worc\\' \ne} Versc\"-'-\ \-1) la) e\\<e 5\0«
Pr&c‘riﬁc\n Seko.)\veef'ci , het™ welk een Q&n?a‘
s\caen euenredis aan \03 N Sqraﬂdeer\- .

?0 \(ome'n w'j 5‘0\‘ onae u.'-}e'nnde\.f‘j\(e o‘o\oss'mar
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it '\,:):‘m\r
3 i::D;J‘.:N {'?.S
; do \‘)4; i1

L he int

) he= ('H-‘) dwv 2 { ".<\'\<J§
5 ) WCh SX > i:=h
X<W(h)-‘9 \)::h
¢
1
od {3
5 ):)resen)r = \rJ_(Q:X
1

Ogmer\(iﬁng 0. Merk op do} de Sesor\'eerc“f\eia von

de g W  pas \:’fj de ossiﬁnmenx‘ aan ‘aresen}
TN de \Desc\njuwina be}rok\feﬂ )’\oe?-} %e worc\en.
Men'ﬁ beko.nde\ins wn de literatuur word} ontsierd

door de keuze vOw @en invariant voor de re'):eh—
Yie , Wwooarim de aesorteerdhed van W reeds wil-
Sé\oreid is belre \ﬂzn; di} Seega qan\eiéins 31:)-
cen nodeloos \oewer\w\"ak Correc\-\\eids\oew\ijs.
{Binde von O]:Jmer\c‘.nb 0.)

Ogmar\cin&‘l_ Merk op dat het Beeind'sinss\ae..

wGs Von  de repe\}he Uo“ed'u Ohaaﬂan\‘(e\g\& S
Vaj'f\ W en )\ : \\Qd de o%rerna}ieve s\o\emen\-

i_E true - i=h “ Yrue — \‘S-_:M @

%e\uid,kde r.‘e\o)e\-ﬂ-‘.e 200 oo eind‘.aen. (&inde van
‘omer' ing .

Qfmer\ﬁmo\ 2. Merk oP da} de correctheid von
onzz o?\o;smﬁ niek O.F'\'\ana} varn hoe \05 div

de o rondina 20 hoc\iﬁ P\Qa\‘SVIhc\\'. We 24n dan
ook \ro\ledia vrB de assignmen'¥ oan "N e ver-
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vongem door
his i+ (D dv 2,

cen versie die me} het cog op cor.:cc;\fe'-}swersc\nna-
dina van de ‘m\re ero;—'.*\wme\}?\« even\-uee\ de voor-
\'O@ﬂ& Vera]en\*. ersies woarimn de \fbee‘\nc\isinﬁ we\
c,ri\rif:c\'\ Qﬂang} van Q?rund‘mjsCQr\ven\ies ‘25h
s de \‘l\era\u.ut‘ he\cms ’nic} on ekru‘n\(e\"“\t.

N Y
(Einde van OPmer\t'nna 2.)

Opmerking 3. In de Werotuur vindl men vook
versies woorim de reFe)r}\ie ”voor\‘gdtﬁ" beeindigd
kan \»Jor‘deh. De ?oc\'o \{cm* c\A neer OP een
Verskr\vinﬁ van 'z:."jn Suc.rc\ \‘o\'

J#: 31 A WG EX

Deze. 2¢q. “versnelling ” 2} echler 9zen Zoden

aon de dgk. Ms Xf’we\ in de 5 W voorkemt,
s de verwachhincewaarde van de winst 1 slaa,
anders h}\\}\. “«’e 5\03 [ ec\'\\er I1a} ew‘n\c\ve-
der. He¥ is nie) eenvouc\'ﬁ om op een 19 arrth-
mische q\jor'r\-\wme Nog Tels Je verdienen' (Ein-

de van O\omer\ﬁns 3.)

Qyme.-r\cmg4. \,Qrio;\ce\e | , die alleen rmaar ge-
b;ul\c\' wuc:rd\' om (‘R , wWaar \-\5 'ﬁ'\e)l‘ NV oor-
komt, Ye bewer\«s\e\\iﬁen had n een ex¥re
hinnenblok Sec\ec\o.reerc\ kunnen warden:

IUi: ink
3 \[‘3 in!‘s 1:=0- 3:: N

>

, do 1# 141 — ... od
W ARY
R ]Dresen)r 1= N(A:X

:“ . (Elnde v an OPmQr\K'\nS ‘43
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Ogmer\(‘mg 5. \:JB ohserveren Yen ecerste dor in de
stadements van search W  slechts voorkom} in
de vormen W) en WG WG observeren ten
hweede de onae\\«‘j\c\neden 0<h<N en 0s5i< N |
Sovmenva%enci con cluderen wiy dor WO pig)_-
o de \r)ere\remn VOO\'\(Om:} en dat c\e \(afc«\«\'eri-
Seﬁﬂa "s.am\:o isch” dus oleszins 3erec\w\voaréiﬁé
1s. C nde  van Opmer)t‘ms 5.)

De \D‘-narq search 1S in deze co\\ec}ie vo::rbee\&en
opgenomen domdc} \nS cen belon r&\e . welhaast
canonieke o]aorﬂ-hme. Vs, HB be ore ot in 0\ wWn
debi\s '\'o’r de Poro}e \(enﬂis von e\\(g on:%w‘-\«'\ce\ge.

'm?ormo\\‘icus\
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"

De | anqs¥e " upsequence

Voor N>,.‘\ bes:\-uouwen u5 de ‘m*ejer r:-)
PG.ogi<N) . De vo\sorée vOon Qp\openc\e subscriph
zullen wiy canduiden als “de Vo\aordo_ var links
naor rechks.

Voor elke s die vddoet aon 0<s s N kun-
nen wﬁ een 2?. "dee\r‘ ter \en te sh varmen,
door een wille <Qur’|3 N-s)-\‘c.\\ wir de rS A e
verwderen en de resterende s elemenden in
hun oorspronkelnke volgorde e handhaven . Een
dee\rfj Jer lemote s die ascendine iz heet een
ﬂupsequence ’ +ér \en\cﬁe = ( er\< oT;: c&o\' G“Q
deelrﬁtn -kr \eng}e 1 2n 00\& de \ese c!ee\rS

uPsequences "’-5“ )

C:aevraoﬁd word! een al orithme JYer \:ePo.\;na
Vo e maxima\e ‘ens}c van 2nige sec\uence
verval in een rS p\(i'-OS’N NB . <VKET'\< S i
dtﬂ deze ™a Xirmum \Qh&lre door meer down A\
up sequence 3ereq\‘sseer—c\ Kon worden: bov. de
reeks (3,‘\,1,'2.,‘3,3) levert eernn ymaximale
\ens}e 4, gereq\‘lseercl door 2owe) (‘\,‘\,'Z,S)
as (4,4,2,2)7.)

Ownz2e  eindcondibe ) R ,\cjeseven door

Q: \< = de moximo\e \enﬁ}e_ Van Qnise uFaequence
vervat wn AGogic N

He‘- S nie§ 20 moe515\< zich ervan )fe over\u\'\-
gen dol ek element vawn de Q-—rS " de be-
m\sen‘ms moe} wor den \oe%'o\m\(en, ey Wi ymaken
de C\DQSC\heicl&‘hB veronders‘re\\ina dal 33 n de

vo\sorde V Oy \‘\n\cs naav T“ec\\\'s ZQ\ Seheuren.
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Mow. wbi sle\\c-n voor de ‘m’iroduc\ﬁ: van eewn
geﬁeuen door

(?‘l: 1 £ng N VAN
k= de max}mo.\e \ena}e. van en‘.se uPsequence.
vervatl in AG:05i<n) 5

en een programma van de struchuur

“: n: ink
;”\Dewzr\tsxc\\‘.ﬁ /Pﬂ voor 1"\':‘1"
;do ng N~
“verhoes n wmer 14 onder
invariontie van 1A )
od
A

T\m}iq\'@ahe s Sqe\n Fro\o\e2m aongezien de
Joestand  (n, k)= (1,1) aan T Voldoer Te
\:er\noain n=n+1 kKon euenwe\ een o\omPossm
van de Woarde van W  ~de enige ondere vario \e
die ww T voorkemt — versen. Owdat het
beg‘m Von cen upsequence Weer een wpsequence
‘IS, \'\QQ-& de O\Onn?QSS'tna VQOn \’{ , Anailew Y\odig‘
de vorm Wiz K+t en ”\rer\noof) n met 1 on-
der nvarian e von 8%

1" \Kr33¥ 2odoende de

Varmm

{_’P‘I /\1sn<NS

WeeeoWzkat § o skp B
;:r?w-..—. n+1 {3 : F g_

Westeert slechts de opgove de 5uarc\s le \Jepcx-
len, dwz. de voorwaarden te \Oepo.\eﬂ woarander
k  webl 4 verkooad, mspec\r‘leve\ﬁk "32\5\" gg\a)fen

moer arden o\ada} na. de daaror;volaen e ver-
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hos‘m‘j rni=n+1 /P'\ Seﬁarandeefé weer Se\d\‘

Omdal f—\(rﬂ hel VQ\Sende e\emefu\' s dot in
de beschouwin betrokken wordt kunnen we
de auards a?s VQ\S\ invulien

{Pr A 1sn< N
i_r m SQ(!‘D ~ K= X+ “ ﬁ(h)(nﬁ—;s\np E"

5 M= N+1

mits de woaarde van m Sedeﬁnieerd is door

D

m = het minimale wmeest-rechise element

VGn 2nige  wp3equence Yer \enﬁ\e_ A"
verval v AG:0si<n)

Moaw. om ‘T2 invoriont de houden hebben we
behalve nog <en voriakele m  mnodia,
een Yweede derwvoal van \_—\(i:Oﬁ(nB .

Trtroduche van W en keuze van TAAD
ole invariant leidt ot

\[ n, m: '\n\-

Sy Wizt , nu=d; m:= Q(O)

; do n#& N>
'\.F m £ g(ﬂ)—) k;=\(+1 s m::Q(n)
i AM<m .

Mer\« < dQ\' LA La me\ 4 ver\’\no d
moet worden onder invarion}ie vomn A AND.
Tn het eerste o\krno‘he? is de invariantie voan
D geen \:»ro\o\eem-. alle upsequences Van de nieuwe

raximale \ens)n hebben A ols wmeest-rechise



TP-165

e‘iemen\‘ en da\ S dus C\Q newwe woorde Ve

Maar hoe sraan de zaken in hel Yweede ol-
krnq\ﬁeP, a\s Q(h) <wm ! He} nieuwe e\eme-n‘r
AGY kon don nieY Sebru\\d' wWordenm om een lon-
gere wupsequence Je VOrmen , mMmoar raisschien
wel om de Woorde von " e ver\c\\aen. Op

de P\Qa\-a van de loakste .. ." Kome voor de
aorxpassmg van ™
{AM<mY

'n_g m' N3 Alnd — m:= ﬁ(n}
A <m' s\v'.?
mi¥s de waorde von ™ s Sec\eg)m}eeré. door

| , /] n
D m': i_? \(:1 -3 mMin oneind;

“ k>t - het m‘mimq\c—)e meest-rechlse
elemen} van enige upsequence
‘er \ens\e k-1 verval in

QAG-0gi<n)
4l

MeY ondere wWoorden, om D invariant te
houden hebben we m' os vdoend derivaoat
Vo Q(i:OSi(n) hod\s . Na de ‘\n}r‘oduc\ﬁe
van ™' als nieuwe variakele en A ATDAD
ols nieawe mvarian} » 2ullen we voor de invari-
anYie von o) eenn v nodi‘cj \'\e\:\:en, e¥e. .
PDe conclusie s dal we niet een scalar
ynaar een orra yn  rodigq hebben , oRgeven

door P2 —_cdie " DADAD'AT \Jervwna\-.._

P2 (Byagiske

m(J) = hel minimole meesi- rechise



TP~ 166

elemen} van enige upsequence

'\‘er \engxe ) vervoy
9(h0$3<h33 )

in

Melr invariont ’?’i /\/?'2. s de mocrosc.cya‘.s&\e
S*ruc‘uur VOn ans ‘Prosro\mmcx

‘[ n:oind
5 m('n-‘ﬂ5i<N+13: arroy of ink

; Yoo=1 3 n,=1 s m:('\): ﬁ(o) {’P‘\ /\fPQ..S

; do nd N "verhoos n mel 1 onder
— . ‘ n
invariontie van A ATR

od

—

R\

Wit /\D'z vo\g\' dot m(O het mintmum 1%
von F\(i:OSi(‘n) en voorts dakt m(\'):'\QS\*)
asc:end'.na 5. Ul deze chservaties vol 9t ~ga

At nal = hoe v woel worden Qo.ngepos’r

ols k <consrom} B\S?{\: "VQT\’\OQS  med A

cmde.r ‘lnvc\riqn*'le. VO /\)‘\ /\’\—"z." \Qo.\- 2ich
witwerken Jobk

'ﬁ) MmO A s kizkr1; mGO=80G)

1 AM)Y < m@W s () =Aln)

1 Mm@ g AG) A AR ¢ (k) —
\[J int ,
y  bepaal - zodal m(’-ﬂ)&‘:\(n)<m(j)‘
; (PR J
A

Ei_ L Th= N4

Voor "\bepoa\ \) zodat m('-1)$ﬁ(“3< ‘m(p"
doen we tenslottecen bercep op de kern

van de \O'mo«r:j ‘.Enacm-c\mJ T:recieser: we hnondha.-
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ven de \nvorio\n\r

1S\<js\< ~ mNghd< m(;Q

e wit WQi-\t'mS wordl

LoD <m ) A 32}
[ ind o=y :)‘-:\Q
> de ki
\{ - oink X }\‘.:(‘!-&-‘33 éﬁy"l
; i@ (WA f=h
“ 9(n)<m(\0-—>3=\1
e
)
od
1 :

Ern hiermee s het Pro\s\eem mel een N loa N

a\Sori-)-)'\me OPSQ\-OS“. Merk op da} in de exire-
me 8e_\)0“2n (kz‘\ o? \K-.-. N) de re\<en\-3<:\ €V€nfedij

'S met N .
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0. In(eiding

0.0. Predicatenvekening

\/00\' gey Cow’mele \oe\-\cmclzlin Vo \fIE'c bcgr(\o

“predicaat” verwijzen wij viear £e Loaica.. \Al_ij \oeper\een
orta kok eem korte, (ndlrmele introduckie.
’Do.arentesm zullen Wi uiLvoe.riS ingaan op de mo_ge\j’k-
heid el pred{caken fe rekenen - anrkoe zullen wWij
e v'ré Sroo{ 'aa.n(-.ql dentileiten behandelen o aan-
%Sm oe ynel loe‘nul\o hievvan een \'e‘acns‘oc\ bedyeven

n worder: .

Een Predicaa’c AS 2wl exprzssie dl& wi( wmﬁen OF-
vatleny als een Poolese funckie . De domeinen van
pred(caaE en lojloe.hore.nole RBoclese funchie z_'ijl’)
dezelfde. Tn Vet wmerendeel van onze beschouwingen
is hel domein het Cartesisch product van eev
aanta] metl coordinaten bevioemde (oneino\ije) vera -
mdcwjen. De viamen van de wordinaken vmogen in
et Prcdicaat voorkomen .  Aan dere viamen ‘Eé”m we
vaar vefereren ale " variabelen”.

\{Ee\al T\ o\.e ‘()redt'c.al:cn Olie Wit | be:.c\oouwm l‘.o{:aa.l, Le.
i de Jb_ijbe.\norzwdc Poolese Funclies totale Lunclies
Slechts tndien zj" parl:iecl zjn, (e, viek tobad, zullen
w_i‘i dat exr)[icie{ vermelden.

\"Oor{')ee}den vav (l:okale) predicaten op “hel (x.y)- dak
2y

x=y ,  x+y4len, X 20,

Een pr‘ecll'caa{ Ls brue an chéun{. van et domein
beﬁckcnl; dat de \ojbcborendc oolese Cuunc’cie i dat
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\oum( de waorde true breeft Een pred(cao& ks false
Ay Zevy lfu.nt van l’?c{ C’lo‘me(n 0\15 \’7& Ly Hieé brue N

\/an%e\fé\ore,\«mo\ ynogen wiJ cer }Vreoln'caad_ ook orwa&en
ten Poolese Céndc(e Vo neer Vavialoelen dav er
iy de &Pressie. \Joortﬂlomevn. ms exJolﬁ daqwan (A%

op P.lk (nie.wl.-(:j_(,) dowmelv?  kwee (Cov'ls(:anfi) \ore‘is.'ca-

ke Sedej;m 1ee namej

Erue , dol in ok Pu.hl-. brue <, en

folse | dal in ek fpumk false is .
+

\A}l} beschouwen thans een vast domein 20 een (grote)

colleckie }prcdl'caken op dit domeivi. Mel \oe\ml‘a vaw de
bjm\oo\en

s de ecf/ui\/alentie,
, de (.OV‘)JIA nekie,

, de d.\'SJu.nc{-je .

, de wejalcie. ,

> de Lvnri\'cakit s

Construeren wij viieuwe prcd{cale.n wil veeds bestaande .

De Ajmbo\en =. A, V w = worden agebruikt os
binaire finCn‘x- Gpemﬁos—ew en heE zs_tjmboo? | aLs
Mpaira PT’QC(X— or:emkcr. Va.n de bﬂwa.irc oPgraLorew
Eﬂn =, A tn V ‘éowtl A mmctnﬁ.sc\n a.ls o.ssoc.(ad:(eq
en s = noch /sﬂmmdrisc ) nech associalief.

Het verband. l;bkssen 2ev) o»\clu: comengesteld Preo\icqqk
I'dg| de bamen.sl:.(.ﬂcnde. »pr’eo\iCOJ;tn &s, a\o% Nooy a“t

(Jrzdic::d:en P, A n R Be\c&
- P=Q =R 4 krue in ok «aum‘; van hel domein

woar 2en even aantal der oPe.mnde.n (hier: P, Q

Y4 LN
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Ln 'R) false ¢, en false elders :

- PAQAR As brue in ok punt van hel demein

woar elk der operanolm brue 4s, en false elders

- PVvQAQVvR 4s Fa\se_ o ok Punt van et domecn
waay el der opera.wde.n false £, a0 krue clders;,

- =P 4s bkrue in Q\k \ount van het domein waar P
Colse 45, w1 Calse edders

- P=2Q i ga(se m dk punt van hel domein waar
P brue is en Q fase . en true dders .

Zowel ker V?.l’mjclt'ﬂg vay) am\oiguﬁke{lm ols ter veduckie
van hel aantal” daartee benodinde Waakies v formu‘es,
wordt oan de operal-orm Len \ezpeeﬂqmc\q[] (-.oc_cjclaend.:

9 heeft de 3roolsLe kleelkrackl, daarna volaen A
tn V., e tenslotte = en = . Dit” belekent
dat APv Q= +P edezerr dient ke worden als
((-"P)v Q) = +P. qul bekekent ook dal

PAQ vR wiet op eschreven mag  worden, omdat
niek duwidelik 4s welée van de formules (PAQ) v R
of P A (,QV’R) bedoeld wordt .

+

L de colleckie van alle Predico.l:en dle \Jﬂ U mogen
opschriven zjn wj in het b_i')zonder Se'i.nkzresseerd in
oﬁ bu'gk\asse. der ~ zogeheten ”Seld\ ¢ /()ru:ll‘calze,n“.

Een Prcdicaa‘; As 3&\::[?3 bekckc\nl: d.ﬂ. \nel: i elk lpum’:
van het dowein  Erue fs .

Voordat wi; overgaan tol hek vermelden van een bele
reeks Sel{} ¢ »Precl{cal.m, even w\uj eevst de voor
ol hel reken we witerst Vi.galc
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\/Ervawm.nq':f&qi\

Gddl P=Q en wordl ten aankal vosrkomens van
P in de expressie R vervangen door Q, daw
wordi hiermee  de  (on) do[ns\qe.ig van K niek o.anBeLach.
( Einde \/ervaﬂj \gsreg e.% )

Een aantal ecementaire, Sc\dije Freol{cahm s
(o) true
(1) P=P =true
(2) PAP=P
(%) Pv P=7P
W  PA(AVR)= PAQ) Vv (PAR)
5)  Pv (QRAR) = (PVvQR)A (PVR)
(6) P A true = P
(3) PV true = brue
) P A false = false
(9) P v falee = P,

Ontleden wii (1) ads P= (P=kue) dan moqen wy|
vol%ms de ewanﬁmgsre el AN e.“e redicaal waarin

“ = brue’  Voorkomt 0\22?_ Combinc\{'ie vervangen d ooy
" an ook omgekeerd, zonder daqr\oj de (ow)se\di -
heid van R aan Be tasten . Deze e cnsc}m\: Verwoor -
den wi}' cloorgacms door ke Tegqen ola% krue et zen-
heidselement var de 0\oera£o\“ = As.

Hiermee eidey we il de gelc\is\q:io\ vavi (i) de
Saldiﬁhc{d vav

(lo) =P
af .
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Verder Vo\BL mik de Sc\dis\oeiol van ('f) de Sc\o\(j\-,eid

van
(14} P v lrue
U (6) H_ij‘ei dat  krue het 2enheidselement van

de conjunchie” s, en mit (9) dat false et tenheids—
2lement van de disjunclie 4s.

De ejdi "n(d var (2) N (5) verwoorden w_{j meeslal
als ge iemrgoﬁmtie van de Conjunche Tcs‘r:eciievcb“k de
disjunctie .

Aon (@) refereren wii meeslal als de o msc\nap dal
de con‘jtmc-‘ic. over d‘g dis_jumc-‘fc di;\n'bu er{, L) aan
(s) als de eijmsc\oa‘o dod ™ de di:jumc‘ie over de con -
Junctie distriBueert .

+

\AJ-lJ gaan hu over tot de karalakeri.szrins van

wal Wi een "btrekeninj“ tullen vroemen .

Veronderstel eens dal wi op 3rono\ van Overwejcngo
besluiten ol de 3e\dij eid Van P=Q , #n op
rond van Owrmjm 1~ kot de 3e1oli3\rnid van Q=7R,
gan volgl wmet dé \;awmgiwgsresel (zelfs op

twee wmanieren) de 3e\ali3\nu‘ol van P=7R .

Onder andere om leortherdswille . oeven wf\: dete
Tedanerinj weer als de vo\jendt, 105?.»1&{61&2, bcrekcninjz

= { O\lcrv{ejing 0}
= {OVU’WQ L A l
R 33
Hierwit vo\S{ dan de Se\diﬂ\ﬁu’d van P=TR , -zonder

de \/ewo.ngmgs'rzﬂe.\ noq u\oliciek ke vicemen,
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Als  voorbeeld leiden we (de St\o\is\nel'ol van) de
bweede van de bwee absory‘:ierejt.\.s

(12) ’PA(P\/Q)E'P
(3) PV(’?A@)E’P
of | |

P v (PAR)

{®)}
(PA true) Vv (’PA@)

= {

P A (bue v Q)

= {O

P A brue

o { (&)}

Merk op dat wi_i in ke btap Ovcrwes(ns) i boven —

skaande bere\«mmg Sebmck hebbery gemaakt van de

\/ervangm?sreﬂel zn  van de 3&\&.(3\«(6? van (10) - fan-
di

gezien oéeds 20 zal zijn wullen we dil nimmer

\!Crmz\den .
Oggcwe 0 Toon  (12) aan door berekening .
(Elnde 0\030.\1& 0.) J

+

\»J‘{j' vervo\ﬂw onze veeks gz\oh'ﬂg Predicaien:

(14) ?o.lse = 1 krue
(1s) P A P = false
(16) 1~ v P

= brue
(1) AP =P
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(1) 1PAQ)= P v -Q
(g} A (PvQ)=s P A Q
@ -+ (P=Q)= 1P=q

/RE_cie_l 6y  staat bekend als het “terbium non dabur’
de el van de wilgesloten derde 5  regel (17} us de
“wek® van de dubbele ontkenning ; dﬁe 7236\5 () epn
(13 ) Z-jﬂ de “weklten” van de M?:a'r an . ’ert\ (20)
'EEB\‘: dat de haa\qjes in die G:rmu?e er niek e deen

Van loe\a.ng )0 de twee com\o\emmlrcjc\s
(11) PAQ = (’Pv-x@)/\Q
(22) ’P\/Qs (’PAﬁQ)VQ,
ZFe volaen wmit de rerder Senoemde regels op aller e
manieyer ’B\j\loorlou\ci \Jo\j£ (2) gl
PvQ
= ()}
(’P\/ Gl) A brue
= {(16)}
©vayAn (FQvaA)
R )
PA-Q) v Q-

+

Wj vewolgen onze Teeks a\oh'gc predicalen el
twee Yeje\s it een verband eqqen tussen =, A
2n W X

(23 P =Q)VR = PVR = QVvR
(24 PAQ = P=Q = PVQR
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Formule (23) 1&31. dat de dif:jund‘ic. distrioucert over
de aa'uwalentie_. Z ulks Se\cﬂ et voor de c.onjunch‘e.
Voor de cow_')und-.(e Se\o\{ wel

(5 P=Q)v "R = PAR = QaR,
INmers o '

P=Q) v R
= Lon;
1A (19':? Q) ~ WQ
= {E_wee lkkeren (QO)E
(‘\/PE:" ﬁ@) v AR
{ (2)}
Py R = 1Q vaR
.[ twee keren (18)}

A PAR) = 1@AR)
{Ewec keren (20\}

PAR = QAR .,

1

|

4y

Uit (23) vo‘g(
(26) PV = PvQ =Q

2n Ak (253

(27) “FPv Q= PAQ=T

Opgave ! Toon (26) en (23) aan .
(gmdc Oroﬁowet)

Wit (26) an (23) Vo\gl (24) -
We bewj‘zzn vzrvo\jens de Se\diﬂ\ﬂe(& van

(Q&) P=sQ s (‘i?\/ Q) A (‘I QV’P)
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P =Q
= { (24)}
PAQs PvqQ
L
PAQzP=P= PVvQR
Laal |
PAQ=P=1Qv?
{ (23}
PV = aQVv®P
{(24), met 7PV voor P en 1QvP voor @}
(P v Q) A (“le'P) = v PvQQvIQv®
LG8, (B e (V)
(1’?\/&} A ('IQV/\)).

il

[

i

Owagave 2 Toon aan dat P=Q = (’P/\ Q) v (ﬂpA ﬂ@)
(Einde Opgave2.)

Oiogay 32 Toor1 aan dat b’?\/&)/\ (’PV’R) =
t%f\(}

v (1?/\ 'R)
(Einde Or)jowefb-)

+

Nf} besluiten met de implicatie . Er Se\o\{.
@) (P2Q) = PAQ =7,
Waaruit dan wneb  (23) \Jo\ﬁi
@) (P=2Q) = PvQ,
en hierudd wmel  (26)
() (P=2Q) = PvQ=Q.
Uit (20) en (20) leiden we af
(2) P=Q = (P23Q)A (Q=2P)



P1P - g

Q_quvgéi Toon door l:erekt\n{n de z\cl{ \ne(d aay
varn (P2Q) v R = (PVRES-:)QV’%) ,3 2v
Ve (p‘é)&)\/ AR = (PAR 2 QAR).

(Elnde O\ajaveq.)

T hebgeen Vool wullen  wip ons veqelmmaks berotper')
op (deﬁgz\diﬁhe?d van) ) ) ;

(23) faloe =» P

(34) P = true

(25) PAQ = P
@) P =2PvQ

(23) (Evue = Pl= P.

We zegqen dat P aterker is dan Q7 of Q
zwakker s dan P indiev: 3?.\6“: Y= Q.
'E)\_fj\«ens (33) As COL‘SC ";-;\'E,rker dan p_“!( Pred(Cac\{
o0 weains  (24)  4s ok prediqaa’c sterkec dan  brue .
@)\ijktnb (’.55} ka1 vmen een c.on)'utncl-ie. V(TE!«JG.L{\zen
door \ael: wes\a&cn V&) eevy Ccnjunc{, Ry wegeﬁs
(36) Ran vnen een d(:junc.l:ie VCrS&r\qen door thet
wesla&.n Vo) een disjumcL.

+

Ge.\dp_n P=aQ r Q=21R , dan 3%\0“: 00\?
= R | Lmers |
P

{ P=Q Se\d{, en derralve ook P = 17/\@}
PAQ

ILQE)'R ge\dﬁ, en  derhalve cok Q = GU\’R}
PA QAR

)

Il
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{'\QQQ 5@‘0\{, e derholve ok  PAQ E’P}
TPAR,

zodat T =PaAR 3{\«1{, en derhalve ook P R .

—
—

Onder andere .om \faorkhtid_sw{.“e vaklen we bovenstaande
Tedanen‘ng AGyment A een bzrckening:

/P
= {argumcn{ waarom TP=2Q Se\dt}

Q
= {argumen{: waarom Q=R se\dt}

R,
met als conclusie dat P =R Sc\o\L

Ter illustratie tonen we aan dal
(38) (P=2Q)= PVvR = QVvR)

T=Q
= {(36), mel T=23Q voor ¥ ean R voor GJ}

=)

(\"7?-)@) v R
P

0 aveq
vi? :2 G\v]%?

+

Het is geenszins de \oedoe\(ﬂg dak de lewer alle
bespro\aen ?Orma‘c:s von buiten leert, maar wel dat
\(h'- eYmmee \eerﬂy omsPn‘njen. :Da oeFeninﬁen d.ic vo\ ev?

Runnen daarbj be u\plaam Z;\J'n
Nodat, (& echit nadat , de lerer voldoende vertrouwd

A5 ScraakL met  formules van bovenstoande soort
kan {J in b(‘.rc\:ccniﬂgcn veferenties ermaar (tussen
a

de acco a\es) afdoenn et " elementaiy".
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Opgaves Laat zien dat

()7 it de ge\digtaen'cl van P en van P=Q vo@% de
Sa\dig{qeic{ van Qs

() auk de _c!eld(_cj\neid van PAQ vo\_cj{ de 3t\d<3\1e(d
van T ‘

() wit de qeldighetd van P en van P=Q volgt de
eldighed \lgn &

PE 3& OP_CJQVES-)

!

Oﬁgcweé Toon door berekening aan dad
()" PAQ = fae = 1@\!1&

(W} PAQ= 1Pa1Q = P=1Q

(W) PAR= QAR = vPAR = 1 QAR
(M PvR=QVvR= vPVR=1QVvR
(Einde Opgaveé-)

Osf)gcwe} Toon door berelening oan dat

([.) E}'PV Q) A (WQ\J"R) A ’PSA K = Fa}sg

() PARQ) Vv IRAS) v PvaRyv 1(QvVS)

(W " PvqR v ((’P\/@) A (AP Vv QY)

@ PARYV(QAR) v (RAP) = (PvaA)A (QVRIA (RVP).
(Einde Opgcwe?v)

Opgaved Toon deor \O?.re\'iming oan dat
O (P=Q) 3 (P=Q)

() (P=28) 2 (PAR = QAR)

Wy RAP=2Q)= (\RvP =2 RAQ)
) PAQ=R) = (P= 1QVvR).
(Cinde Opﬂaveé’-)

b
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Cen heel andere manier om il bestaande predi-
caler nieuwe te maken 4is  door middel vav)
"universele arua.n(:i((cﬁ(ie“ en “existentiele aruanéiﬂcahe.

Zjn P o Q predicaten , dan ook de expressies
(Ax: P: Q) £
(Ex:P: Q) .
Het bﬂmloool A s de aniversele o’uanlor en  hel
éajmbool. E  de existenticle q,u\a:}lor. De naom x

is de "dummy, P hel "domein 20 Q de “term” van
de cvuankificakie.

Er 5:&1{

(33) - (Ax:P:Q) = (Ex:P:1Q)

Go) A (Ex:P: Q)= (Bx: P =0Q) ,

welke rejels bekend zﬂn als de (ﬂegcmraliseerde)

wektlen van  de Morjan .
Ten cvo\se. von dew wekben komen aue. rormu,\e.s over
cpuaniicit:c&ie N )(sarcn, &/ wWe m“m e dan oo\z

\oaarsﬁawjé /()rcsenterer:.
Er geldt

(wa) (Ax: false : P)

(4b) -~ (Ex: false: P)

(y2¢) (Ax: PAQ: R) =
(42b) (Ex: PAR: R) =

() (Bx P Q) B (Bx: P QUR)
(L.‘_’:b) (Ex: P Q\ =2 (Ex: P: G\V’QS :

De ’1"&3(’,\5 ) zegqen dal wniversele ?uanEichatie

QURT een Leeg domeiry  krue s em dal exislenkizle
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%uantlc{ca‘:ie ovey  2en \eeg dowiein Pojse LS .

e TEﬁC\S (42) azven aan lroe kussers domeins en
tervw ~ van  eew u\anl:ificahe ver\nu}'ﬁiw 10 e\J\Q s
De YQjC\S (Qﬁ) kevgrev) c_le Mo E\jwﬂmd {:OE \JE.TZ\,JOLL<_
‘RCVIS vary —en %MQV][:.(CC&U& tgoor \!&rawaktﬂnﬂ Javy
de *I;?_rm,

wWe lustreren hoe de eerste der 're_cje\_s

(@) (Ax: P brue)
(Q&b) -1(5_&: P ?a\sz)

\10\3{. aik et Voorgcmnde :

(ﬁx: 7. L-rue)

{ true = brue v krue | (uza)}
(Ax: P A akrue : brue)

{'PA “true = Calse]]
(Rx: false true )

i

fi

= { (wadl
byue. .
Oggaveg Laq'c zien aal
(Ax: P: Q% = (Ax:P: PAQ)
en (Ex:P: Q) = (Ex: P APYR).

(Elnde O\osc\ueg )

Oggqm 10 loon door bere\ae\nin aan dat

(37 (Ax: PAQ:P) 2

@ (Ax: P PvQ),;

(W) Wit de Sc\dig\nc(d vo1 P2 Q \Iolsl de 3@\5\.(3\49,30[
van (Bx: P7Q):

(1‘\1) (EK: P ﬂ’P) = Ca\se’ s

W) (Ex:P: QAR) =2 (Ex:P: Q) :

) (Ex:P: QAR) D (Ex:P: Q) A (Ex:P:R) 5
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(vt (Ax:P:Q) v{Ax: P:R) = (BK:’PIQV'R);
Gag (Ax: PiaQ) = (Ax: Q: ~P) ;

) (B P Q) = (ExQ: )

(Einde Opﬂawe'to-)

OE{,%MH Laal ziem dat bpet onmogeljk s om mel de
ko€ dusver 9232\4’%\4 T’e_ae\s eey uﬂiversee,l Secl'uankil:iceerole
expressie.  tok {alse  €e bherleiden .
(Einde Opjavelt-) |

+

Voordat we de ‘oe,\awsn"\qske der resterevide re_‘«enrcjc\_s
Swm, bcsuiarel«m we cers{) mke‘e no(akiom\e kweskies .

——

~ Ts R ey uprusie, X ten Variabele e E
twn expressie van een b_'j X passend l‘ijw dan 4s
Re de expressie  die  auit Verkrf?.jen wordt  door 4n

el voorkownen van  x ke vervovigen door © .

'E)ijvoor\oee\d 3&0&, aldus

Q(-b‘j):__s = X~y +y &n R
(:(= E)KE:»-: (E=E)§_:) Xy (’P

R en
HERS

]

L X

-~ s R e ec"uom’c(r(cearole_ expressie  dan ﬁe\di
(per debivitie) dabl dr viaam van de dummy  niet in
R voorkemt . Hieraarr Romen wi( l-.tjemoel: door

of te :’a\arc\ﬁcn dat Wj b:) de A‘.ne-ocluc.]n'e van gern
SzaruamLiQ(cacrolc wxpressie ~ voor de d.uvnm_\j ten lkers-
Verse viaarm Riezevs, 1.e. 2en naam die rog mergens
anders  VoorRwamw: .

’B_i)'voorloee\ci sa\d{:,_alo\us, voor elke (ke.rs)w.rse y
(b5a) (Bx:P:Q) = (By: ’P; QL) e
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b)) (Ex- P Q) = (Ey:- Py QYL) ,
be\aend o.\s de reﬂels VOor”lﬂerloamemMB Vo de dummgn-

Eery van de redenen waarom wij own 5eqvuan£i(:iceerole,
expressies Qe_eds lnaakj'es zebtlenn s om ke benadrukken
dak ki'_l et opev in 5\naa§<_je" de Vijz.rende collecte ravmen
mebt een viaam wor'd"? umitgebreid, name\j\i met die van
de dummy, en dat * lojj\ﬂek orresponderende S\Luéhao.kje"
deze naam weer ik de Tcolleckie verdwiint.

We weiden over de kwestie van de (kextuele) reikwijdbe
var vamert wvu niek verder wik.  In cen laker Am{}'um
komen We ev 'nog op'kcm-s 2odvm de b‘:mctwr Na)
Projramma’s aan de orde wWordt Be.sl;e\ol.

+

Voor elke R wnar % wiet in voorkomt Bc\dk
(’-(()Q.) (&x,ng V’Q (ﬁ_.)(:p: Q VR)
(z,éb) (Ex:’P:Q A R (E,x:’P:QA’Q) s

et voor 2k niel—.—leag domein , (.e. voor een dowein P
WAATV 00T Se.(d!-_ (Ex: P+ brue),

(Lﬂa) (&x;f{?; Q) AR = (B_x: P Q/\'\?)
(t,‘}bj (EX’PQ) vk = (Ex: P Q\/’Fz) .

Mo

De reje\s (4b) =1 (41 ‘a_ijn veaels voor distributie van
onjunctie en disjunchie “over universele wn existenbizle
juamiﬂcaﬁes. Let wel dat 4n (L1} een lzeg

omein wniet Ls l:oeSelo.Lm.

We illuskreren de Sc\o\ij\neio\ van de btweede der

subskibuki Q's‘g_cje\s‘

(L,&a) (BB:K'—‘B: ’R.)
() (Ey:x=y: R)

mw

R3
9
x
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(EL‘ X::B:'R)
{e=y)= &=u) A(x=y), (42b)]

i

Eu. = . =

) (_{:-BAX 2/;‘7"\) ) )
(Ey: ey, xoy A RY)
=Y X=Y o Xsy A RY

= {(qzb)} |
=

komt niek in R3 voor; "225 Calse \/Q‘i; (lﬁb)}
x=y: false) v RY
{ met (44b)]
RY .

]

( Alz:x=5! 123,‘)
Y
(Ey

i

Met & 2en expressie waar 4y niet in VOOYL.DME..
is eern wal a‘semmerc formu[c\—ma vann de substi-

Euherfgc\s gegeven door

ga) (By:y=E:P) = PE
4ob) (Ey y=E:7P) = Py

Oggowem Ga va hoe (48) wit @s) volat .
(Einde Or)jawe'tz-) 3

Merk op dat wij met (48) w0 (4g) in slaal ziwn
2er1 uuniversele guan-hf(cal:{e tot (alse Lo herfeiden
e exish ~diele C}uanl:i_‘:imf:ie. kot Lyue , Angre-
dienten die viog ortbraken (\lerﬂe\( k Or;ﬁawgu).
Somen mel de magelikheid om a)omeinm ke 5p\f(:sen3
z0als geqeven deor 150}, c_omp\deerl dil ovnze caleulus .

(s0¢) (Ax: PvQ: R) = (AxP:R) A (Ax: Q:7R)
(sob) (Ex:PvQ:R)= (Ex:P:R)V (Ex:Q:R)

+
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WJ geven, ker afb\uikms, Mog  2en aantal voorbeelden.

() Voor 2en m’ck—teeﬁ domen P St[o\{ (Ex:?. P).
wmmers ‘ _
(E)(: ’P: /P )

{e‘em:nto.ir}

(Ex: P P A b*ue)
{PAP="P en (b}

il

i

(Ex: P: krue)
= {’P is wiet Lugk
brue .

(LL) Er 32[0“‘- (&x:’?; Q) A (B.x'-?l ’R) == (&X: P, QA’R),

imMmmers

(Ax:P: Q) A (Ax:P: R)
{ meb (42a) of mel O\o_gaweio (\l\'i'\)]‘
(B_X'. ‘1@'.-1’?) N\ (B_x: "\'R: "']’P)
= { (500.)}
(&:(t -|QV"\'R: '1'P)
1 met (tﬂa)}
(B_X'. P . Q/\Q) .

{l

il

() Mek x en y uik de St\na\c Sz‘cnl\m Se\o\é
(Bx: x=2.4 A y>0: 4lxy = (ygo v aly’) ,

immers

(Bx:x =24 A y>0: 4lx)
= {(@}

(Ax: x=12.y yso v 4\x)
= {(uaa—ﬁ}‘ ¥

£0 VvV 41X

] {arikmc\:ic\:fi

yso v 2ly
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avetds  loon door bcre\?zning oart dat voor een
meg- ee domein P 3z\&£

(1) 1(9! 'P ~P)

) (Ex: P:P)

() (Bx: ’P Qsé,s (Ex: P Q)

(\:mdc Otojo\\!eiz)

Opgave 1y Toorn aan dal
(“So‘j_’ga (Ex:P: Q) V(Ex:PR) = (Ex:P QV‘R)
@ (Ax: P:QVR) = (Ex:P:Q) v (Ax: P: R)
(Einde Opﬂaueu’ )

Opaa i ’P(x Lzo) zen v predicaten. Toon oan
dat voor Zltha{uw\ k 3&&\ nJ(\\e n 2 0) ge\&{
() (Rcogicn: 17(1)) voor n=0, en

(Aiogi<ntr: P(i)) = (A ogi<n: PO A P(n)

) (Etosi<n: AL voor n=0, en
(El oci<ntt: P)) = (Bl osicn: P(i) v P(n) .
(Lind( Oquveisj

aveth Voo aan o\al voor elke wij  X{i:o0si<N)

a jcﬁe c-\a\m ccU. J

(A= 0$l<§1 os < N: XWX () 2 0))

(A 0$\<N Xu)z 0) v (ﬁj o< < N X(j)¢ 0)
(Emcle Uchwe{é)

(Eiwde 0.0 Pred ca{mrekm(nﬂ )
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0.4 \/oucc\ Be induckie

Wil s rc\qzn of dol wii wmet etallen e\ne\e ekauen
Sf}edoetjen ¥ g1 wmet HaLwﬁJ-\‘ijke 32&».“&?] 32‘%“@&0 aie tery
minstke 0 2.

Voor P (x0) Qm%? predicaten  vicleren we

hel ¢ element  als ) of adk wel als Pl

\/oued{ e Anduckie re%lereed aon Len bp@dgie\qe md%o-
de voor ée{ bewizen van xpressies  vae de vorm
(ﬂ\’}'- n20: '?ﬂ)J- In plaats van hel bew\{j%cn var
Pv  woor wi“e\qeuﬁjc o uur}_fj e v an ewen volstaan
met hel aanlovien van de zwakkere &% pressie

Pn v (Elosicn: 1P).

Preciener, er 56}0“.

(o) (An:n20: ’Pn)

(:éw: n20: P v (Eogien: =P,
bekend als " et posku\aa{ der vouedije induckie .
Heel ui&druk\ae“gk Vermz\den we cla{ \net (Voor\opig)

sesenticel 4s dat het doweirn van de mniversele quan-

Lificatie de! der natwn\ij\?e. Sda“en AS .
De meest Sebnuke\gkc formulerinj VA \’JCL postu\ad

der vouediﬂc wnductie 4s

() (An:n20: Pn)

’Eo A (Bninzy: Pn v 2 P(a-))

(Het bcw\js van Po  heel meestal “de basis van de
Anductie™ en heL bewrs VG Pn v -\’P(n-ij
meestal “de é{ar vav ﬁe iwduclic“.)
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\Alij vermelden dat de  beide induchie principes  (gelukki
dezellde #in.  Tn hel algemreen qeniet formu(eﬁhj (0
de voorkeur loven (1), “omdal %e expressie

Po v (Et o¢i<n: 2 Pi) voor nz1  2Zwakker 4a dan
de expressie P v 1 P(n-), en derhalve  vminstens

Z0 Makkcl\(jk te bewjécn.
Og‘-ga\leo Laat zien dat de 3c|d{3lneiol van (1) vo\S{

A€ die van (0} .
(Einde Olaquw-)

Opaavet Laat zien dat ek nalwurljjlz 3&::\\ ten minste
2"—“ hel ,Frod.uc(: van priemgekauen AS .

(Binde Opgavet.)

De beslissing om  (An:n20: Pa)  wmel vonzdije
induchie ke bcwjzew is idem‘ao{en{, le. delinieres

we voor nz20

Qn: Pa v (Eiiogicn: 1P)
Rn Qn v (Eir0gi<n: - Q),
dan vo|3£ (Bn:n20: Qn = Rn), zodal het

bestuil om  (Bn:nxo: Qn) et vo“cdiﬁc inductie te
bewjzen een {ecj beslud 4is .

ﬁewiis Voor eke n 20 3e\ol{

R n
= {de(fni(:ie 'Rh}
Qn v (Et': 04L<n : -;QL)
= {defin(éfe_ Qn} |
Po v (Eirosi<n: AP v (BEdoci<n: 2 Q)
{ \oredica{cnmkening (zie Op ave 0‘0'1&)}
Pn v (Bilrogicn: 3PV 1&&)
{wcje.n.s Nool hiema}
Pn vV (Ef:0$i<nt ﬂ’PL)

i

i
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_ {definite Quu 't
Qo -
Noot  Voor die (20 3?.\&{
T true -
{dedinitie Qe
(Pl = QL)
{ predi;aﬁenr;\ﬂeni.ns}
(’?L A Qe a’PLi
- { \orcdn'chen rekeviivg |
('1?( v ‘1@( = 1?(?
(Einde Noot.)

(E(ncle. 'BE\J_ISS )

—
]

Opacve2 Voor elke deelverzame\inj %S van de nakuur—
Lj e 3&.1“2»1 3&\0“:

(_E_X.‘ X20: X 4n S)

Ex: X>0: X 51:5 A (ﬁ : 0LU<X: -1( A S))))
lajasgi_é‘&eijk verwoord dls "2“;3 nieﬂl ~lege dﬂee\vcrzame\m
van de naluwrlike aclallen heeft 2enm kleinste element ™.
Laal zien dal aji(. tfo_sl:ulad Se\j\z is aan ek Poskulaa.l.
van vo\lcdiﬂe induckie.

(Einde Orjaveﬂ-)
(Einde 0.1 \/oueoliﬁc Lriduckie )
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0.2. Voor hek oven'ge

L deze parajma,f bas\are\qen we een aavkal
b&ﬂrippen die we vet\uulclij 2ullen aebruken bij het
programmeren  &n die wal betreﬂﬂ hun nota?)-.ie
of doruik a,gwj‘un von wal Bangbaar is .

\/Jc 165‘(.4{{2\0 dcae \aw\sk Famjma.f Vari de Intfidt'ng

meb een sere Opgaven .

0.2.0. ﬁlgemecg

De éj\(ﬂbog'e\ﬂ =, 5& s 2 -{ 3 > en < bpr?.*
ken w_ij Wl ds  7is gelik aan®, “verschilk van®,
"ten minste, “ten ‘noc>35£t“, "Broktr dan™ en  “lkleiner

dawn ", mspecEieve\fjk
De naluurlj\ae 3eegllm zjn de (Sahela) Seka“en

die Ltenn minste” 0O 2y

Komt x  ail een dowmein van N, N30, consecutieve
SeEol[ew dat ” b!j k beqint’, dan noteren wj ik
meestal as kg x < \eu-%\l .

Het \eje traiect na.kuur\ﬂlae etallen dat bij 0 beﬁin{
kan 0 me \Outer V}a.l-.u.ur@(e Sel-.a“cn Seﬂarakkeﬁseerd
wordeny: 0 € X <0 .

Mel de wokalie §(x:P) bedoelen we dat § een
functie is van oen arguvnmk e Seo\efmieerd £s op

hel domein P .

De ﬂe\raeehaun‘je funcbie  F(x: pex< 4) . met peg,
LS
“ascending” betekent  (Ax: prigx<g: [ x-0¢ C(x)) 5
"dasccwdmﬁf' brekekent (Bx:pris X<q: { (x-1) = Fx)) 5
”xncreasing“ belekent (ﬁx:pi—isxé?a Cx-1)< €&x))
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"decreasing” belekent (Rx: p+1 ex<q: fx-1)> ((x)):
" monokoor” loebekent dak z)) ascmd(nﬂ of desc.cnol(ns is,
" Constant” betekent dat zj a.scendins 2N ducmclms 6.

Een Functie f(x: ‘Ts X < q,) vioewmen \-Jj \r)ee\ Vaa.\a
eev eindiae rj, ter lengle G-

Twee rijen  f(x: psx<g) en (x: <g), wmetk ,
zl'g’) 3E{|Jn\< ( nol—.o\i(e: CPF = )3 bequ):nttw Ped
(Bx: P X< g(x)--a(x)?.

Voor &w ten F(x:pexc< ) X: <qy, wmel
\ai , ﬁe@.;’?cn‘: ’ E fs [tﬁ(airgojrzcisgcé kpl:i:erﬁ{danmg“
(notalie : <g

(Ex: psx<g,: 8(x)< g () A (By: psy<x: £(y)=4g(4))-

De lex(cojmfisc‘ne orden{ng As een) Eo(-.a\c ordeniin
i.e. voor ek kweetal vijen * § en , melk \'Ickze\f'g
dewmein, je\all-. f < 5“

)
3
v f=q Vv g<f.

Hel maximum van twee 3c{o.“cn X en y vo-
keren »Jij als X max y , en hel minimum s
X Anin y .

\/oo;---il.“e5 X,y en = qeldt:

(2= xmax y)= (F=X v z2=y)A 22X A 22y,
(2= x minyy= (Z=x v z2=Y A 2<x A 2<y.
De operatoren max n min  wn 4 wmmekrisch,
assc’c.s'a.(:ie-( 1] {dtm\ookent. ek %ea\'leid_"examen{
van wnax  is -'m(; bet eenhtidselement van miv
is 4k

Soms  willen wri)' Lev) \oredicaat 4% opvattey
a.ls et ve_-%t t"\ainﬁ A de onl::e\aenole. X . Davy
Dol x P

nokevery we P
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Aldus heeld de verjalj\ainﬂ T: Z=Xwmaxy  voor
dke x en y (xfcies en oP\oastnB :

De vm—gtkjkmj X = X max y \qeef{ Seen enke!e
oploss(n voor Y >z en Precies een OP\ossmB voor Y<K E.

De zwakste OF{ossmg Nav X: X =27 is T
(Einde 0.2.0. Njemeen )

0.2.1. Pudere 3e%uantincetrde eXpressies
Is P een predicaal, E 2en expressie van bel
Eﬂ\ae inhjerJ en  heelt de Verge‘jkihs

x: (P A E#o)

2en Qina{B aanLaI or)‘ossinjcn. dan (s ook
(Sx: P: E)

2.20 zxpressie van \net Lﬂpe LnLe er.

Hed .eﬂmbool S is de /Somvnacgr (bom'mal:{e- cvuan-lor);
x 1S de dummﬂ van de acq'uankificeerde Lrpressie

P hel domein en B de erm.

We geven  een aantal n\zmnje\s. Er Se\dé

(0) (ﬁx: fa.\se: E) = 0

(1) (Sx:x=y: E) = E

(4 (ox:P: E) +(Sx: Q- E)
= (Sx: PvQ: &) + (Sx: PAQ:E)

(2) (&x: P. Eo)+ (Sx:P:E)
= (&x:P: €0 + E1)

(4) Eo.(Sx:P:E1) = (Sx:P: E0.E1) wmils
x wiel in E0 voorkomt .

(5) Voor 2en verse

(Sx:P: E) = E&gc ’P; : E;)
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De veqels bpmkw voor zich.
Aan de e dat het aantal aplossingen van
X : (/P/\ £ #0) e.(ndig (s vo\Eoen 2 weeskal

door het domewr P van de somwmakie Eindia te” kiezen.

+

Hel aantal oplossingens van  x: PAQ is, mis

duk a(nd.{é AS fper dzgnih‘e BQB'L& nar) de 'numerielq

Seq,uan{:i ceerde apressie
(N'x: P Q) . _
Het b‘?\TBOOl N 4 de " aumericke qyuanlor“ (de N «s

van “Ehe vumber of ).

Er Be\d(
(6) (ﬁx:@:&) = (N_x.:’PAQ: ‘cme).
Voor het overisz volﬁm de re‘unn aLs amk die veor de

sommatie aanﬂczien per definitre Sdol{

(“l‘) (&K"P: Emg) = (§><'-’Y): 1) )

umverse\e 2v) Qxi.skmkiéle qruqnlc(CfcaLie_ kunnen VooT
Ql‘nolije dowieinenr Worden gefomwlee.rol iyl kerwmen
van numerieke cvu&aw&ifim(:ie-.

@  (Bx: P Q) = ((Nx:P:=Q) =0)

(8)  (ExxP Q) = (Nx:P: QYy»1).

De qgeldigheid va de wetten van de Mor ow da

\mlﬁﬁ. o davflafjieaf PO
((Nx:P: GJ)‘CL 0) = (NxPQ)<1)

cen heuse brivialckedt.
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Ts de Se\oaeiéa\{ise funckie () éedef\'nieero[ op %en

amd(s domeln P dav noleren wWe ¥el wmaximum vawv

¢ op P als
(ﬂﬂ_{x:?= C(K))

on  hek mintmum a\s

MIN x: P F(x)) .
Ev Se\dé

(10) (i\_if_-\_i_(x; g‘a.lse-. F(x)) = —UTF;
(1) (MeXx: x= E: () = ((E) , wmits x mie
wm B voorkomt
(123 (wx s PvQ Kx\)
= (MAXx: P. F(x) max (M&X X Q RAL
(1) voor eer) niek- leeq dowmein
E+(Mf;\l(x:’\°'- x))-—-(MF\XX:"P; E-c-qx))j

mits x miet in E  voorkomt .

Hek verband kussen MIN  en MBX  #s qeqgeven
door

(1&,) (mx ;/P; —p(x\) + (m)(:/\;: qx)) = 0 ,
2n  hierwt \ro\jcn dan boarkje\j'\«e ﬂje\s voor MIN .

We. w_rme\clen nog eev deﬁ‘nckie van MBAX :

(’5) 2 = Max x: P; Elx)) .
= (EyP a=fly) A (AP (s 2),

Se.ldiﬂ voor n(e&-—luﬂ domeln .
(Einde 0.2.1. Andere Seq'uanl:ic-iceerde xxprcsaies.)
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0-1.2. Ge.menq&e Opquen

o) Gegeven is een éeka{ N, N2, en 2en n
X([:0£;< Nj vav 3& a\e 32‘:@“&\0. Geef de Vlmro\ﬁende

witsparen An formule weer

() Ple waarden in de 1:) 2ijo positiel.

(b) Het 5&&1‘ P komt < even \Iaaj? voor (n X(l'-. osi<J)
as In X(ﬂ:JS((Ne. o

(c) Hekt ﬂe_kol T S Sa:')'k aan de maxtma\e lenale van
enige. consecukieve “deelni van X (i: 0¢<NY, waar-
var alle elementen deiellde waarde hebben |

() De 3:;) bevat qeen  kwee St\jke waarden

(¢ Deny Ls een permutatic VYan de 3elzauen 0
ot 2n met N-t.

) De ™) r(i0¢ic N} beval de elementen vaw
X(:0¢i<NY dn O\ouimmeno[e volgorde .

(9) et 3e¥al k 45 de llemste Lna

eX WatYVouY

Xy '= w .
(W) v 4> de som van de posikieve ﬂdauen van
de vy .

(i) Yy 45 het aantal indexparen (i,J) WERVOUT
3e\d£ dot de som van en wmek X(0) kot en zoander
X (¢) Sel_sﬂa i aon de som van en wmeb X())
ot en” zonder X (N).

() v as et aantal keren dat el maximum van
de Tj word ¢ aangenomen An de ril' .

(‘) Be\aaa\ voor elke vaw de hiervia qevioemde ver E\f'kﬂin—
gen de zwakste ov\oss(ns J S

(‘l} X : XE)'P

(b)) X: XAP =2 Q

(& X: Xv@PAQ) = Q
@ X: xvQ = PvQ
Ry X: P=PvQ
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(2) Eepaa\ voor elk van de hierna genoemde verqe -

Lﬂktnaew de shterkske OP\ossing

(0 X: X=P
(by X: P X
ey X: P=2KvQ .

(3)  WKarokleriseer de oP\ossinﬂen van

(&) X: PAX=Q . .
by X: Pv-QAX = P=Q .

(’-4) Gee(, 53{' eev 32 evev) 3?.Lo.uenrij ;(K: 08 X< N) )
gen rec.urrenk)e decmi e vav (Sx: 045 X< N: C("')J
2 ook  van (MAX x: 0¢x< N T(x)).

(5) Gee( eenn vecurrenke o\ecmi&ie NOOY de lexicoﬂmcx‘sc’ne
oroleninﬂ.

(G). 'Besz door Formele maniYm\&Lie gm mel ebruck-
ma&aing van de definitie van Lexicog\m ische or;emn )
dat voor ek Eweetal rjm f en 9 met  hetzellde

domen
A(f<g) A a(g<f) = (£=9).

) Laat et predicdenre‘_mew(n zien dal voor elke
Tj P(:(20) van Y)rec\make.n 3&\0}&

(Ac:i20: P(O) = (Airiz0: (Ajrosyse: P()))

(9) Tn termen van de predicakenrf'l ’P(i: LZO)

definicren we de \oredica}.enrﬂ Q =J20), in keymey
P Rk

waarvan we de pmdicalenrj >0) definieren :

Q) = PO, Q)= Q@) v Plirt) voor olle ﬁjzo;
R0} = RO, R{ksy= R(k)v Q(ktt) voor alle k: k0.
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'Bcsz of w«r‘es

(An:nzo: Q(n)= Pn) ,
(Bn:n2o: R = Qn)) .

(9) ﬁesz met de delinilies van max en wmin
C(®) X+y2 xmaxy = x20 A Y20

(B) X +(ymaxz) = (X+y) max (x+ 2z)

() (xmaxy = x miny) = (x=y).

(0) Laal zien dal voor elke qetallenni X(i:o<icN),
N)zuaa anle:oor elke jz\ne’e i‘( Seld

(SGocia N X() <M v (Bi:ogic N NLX () 2 M),

bet "’P(jeon brole Pn‘nciP\c.“.

(11) Geﬁzveﬂ am N eka“zn, N2a .
Laat zien dol) er onger die N Se‘:a"en len minste  Luee

mjn wier som of verschil ten veedvoud van N is .

(1) De vij F(:i20) der Fibenace - Seia”en is
ﬂedcfinieercl met hel recurrentie - sdhema

Flo)=0; F()=1: voor ale n:n20: Flnea)=F(n+1) + Fln).
'besz dol voor alle wvi: w0

Flan+1) = (F(n))z + (F(H*‘))z .
Flanta) = 2. F(n). Fast) + (Fned))*.

(13) Voor een u X{i:0si<N) deflinieren wii & door
s= (MINp:a<p< N A (Ag psq < N: X(B)<X () p).
@esz dat  (Br: osres: X(¥) > X(s) .
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14{ 'Beu_{js dad voor elke Selza“enrj X(i: 0si< N), Nz,
3ed£

(A 1gie N: X(o) < X))

= (AL 1<i<N: (EJ 05).<£: X ()< X)) .

(;i) :,Bo:f‘ljjk dgfta\(oo;j‘ e\\rzﬂee\ﬁekanzm—n X(i:0¢ic N), Non,
(EcociaN: X2 M) = ((MBXC:0ciaN: X()) 2 M)

(Einde 0.2.2. szcnjdz 0()3«&\1-)

(Ginde 0.2. Voor het oven_'ﬂe-)

(Einde 0. Inleiding )
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1. Functionele 5peci(n’ca£ies

Was de kekst van deze handleiding Lol nu tee Eame\j'la
in zichzell be;lokm) vanal  hier za? dit niel meer el
%eval zjn “omdat op de c.o"ejekek_s{ wordt mjehaakb_

an dZ lezer wordt bekendheid met de relevanke (,o“egc—
b‘:c( \I(’.rondersi:?.ld..

*

We veswmeren de be\anﬁrjjkske besrip en .
Ow der eervouds wille kieder? we de Se\ﬂcc Se(-.a\\en als
het domeiy van de lokale \JariaL:e\en.

Voor een statement list S e voor preo{c‘caten v

en Q belekent de Sc\dij\qeic[ van de expressie
Cx:ant {215 S (@)

dat M(vaocri\nj Jarn S voor een \:)eg-;nkoesl:ami die
aon de \oejmcondi&ie d vo\o\oel: een 2indtoestand be\derlt-
bl.dlf_q{ die’ aan de eindcondibie Q  voldeet .

Hiermee s een uerbanol aangesti tussen expressies
van de vorm  Ix:int P17 S IQLN e een

a\oprt’c:'a{-ie van deze RXpressies als machinaal witvoerbare
code. Dere mechaniskische aFPrcha‘:ie zd in wal vo[jé

yay joed ols geen enkele ol ,s\oelen.

In menij programmeervraa shuk zZin P e Q egeven
en Ran | \L<: int {P) SS{Q} ] onrden onem{ 303?5
eer] ver_cje\j ing  4n S voor sommige S 3 hel en
defﬂt eXpPressie  en  Voor éommge ((e&s: de meeste) S

niet. De redackie van zo'n Vraasskuk lwidt daarem
korﬁwej
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S, [ x:int {P}s S {Q}]

4

Noor w'snekturije \oreo\icakm P wn Q, statement
liskts S, S0 an~S1, Poolese expressies Bo w1 B,

2 Voor wi\\e\qéqﬁge »(n’reje'r expressie E SeHL

per delinitie

(0) i[x: it P .S\Qir: {@S]I
belekent
’P-—.—:) Q s
hek"postu\aa{ van de b\z{\a“.

() \\'_x,i: int {P} . x:=E {Ql]
betekenl
P= QL ,

ek "postu‘mk vani de assi_gnmml“.

(.'1) \[x: int {’P}_j SO;. S -{ Q}]l
betelken
er bestaal cen prediCaak H 20 dal

x: ink {PL; So {HIT e x: int {H] S1{QLD,

het “postulaal van de concatenakie®.

(3) Ux: int

1

betekend

P = B0 v B en

Iix:int {PABO: So (@1l z»
\[x : dnt t’PA’B%}s S ‘Q}]I »

het "poslu aal van de olterviatieve stodement"
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(1{) “. X i anl

\ P}

M CLC_‘ B0 — So
1 B1 - St
gd}
Q

]li

betekend

er beslaan een pred{caal H 2n een :Lnkejar
functie of 20 dal

P= H e
Ux:int {HABO A of =VFY S0 {H A wf<VFL Y e

[x: ik {HABE A p{=VFL SE{HA Wf<VFL] 20
H A (BovBY) = of20 v
l"!/\ﬂ'BO/\_‘B’@ Q )

het ”\aosku\aa{ vor de 'reFeliLieve statement”,
sok bekend als ” de Ln\:arian{ieskc“ing voor de
Ter.:el-.lkieve stakement”. Het preo\(caal: H
heet de “ivvariant’ van de repebitie wn de

fmt_egcr funclie u«r de “voriante cunclrie“_

+

Rangaande "et \oosLu\aq{ van de concatenakie delen we

noq “mee dot de zwakste P die b_ii een qgegeven
\aq,:;{ verkeyeaen kan worden door Tde Ewa.és?e H te kiezen

woarvoor ILX: int {H}:. S1{QYl ew by die H de
2wakste P waarvgor x:dnt {Pl. SO‘{HHI-
+
Noor et "rekenen met C\mc.kione‘e 5pecic{cal:\'e_'> Ve~

meldern we twee o.\ﬁemene Tejcl.‘:, Be\d&'g voor elke S -
(s) Uit

Ex: ant {Pols S{Qol] e

P P00 e Qo= Qf

vl
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}[X:A‘n{ {'P'l};, S {Q‘l}],

(6) Uik x: ant {Po}s S { Qo}]
en  |[x: dnk {Pr)s S Q]
Vol_qen [x: ant {’?0»\’?1}3 S {QoAQ1} Y
en . \[x: 4Ant {?ov”i’i}s S {Qo v}l

Aan (5) refereren we als we zeggen dat i zen fFunc-
tioviele bFeciCECaUe de pncondih‘e Versterkt mag worder
en de posteondibie verzwakt. In (6) worden omstan-
dijineo\cn aangegever] waaronder de preconditie verzwakt
mag worden Zn de ,toosl:condiéie versterkt .

%

Sen‘e Opqowen
L

(0) In \[x:in{ Il'\"}_; S {Q}-_“ mogen voor P en

voor @ ok der vier predicaten x= X,

x = abs (X}, abs(x)= )F vy abs(x) = abs(X)

¢substilucerd worden . In welke  der Bevo.“m ontstoal

39. Funckionele s\oecirfmtie van eyl  programma S
Scr

dat de absclute waarde van 2en aetal” berekent ?

(1) 'Bespree\z de funclionele b‘occic{eakie
L y: anl {x= X}.’, S iy- N

(?_) Ge‘dt \[x:»\'nE [lz.xs X&;b\rzi\o {X$ XH[ ?

(2) Wat bekekent \Ix: ant { P} b\lip | PAQYY  woor
T Q 1

@ Toon aan dat
Ux,y, m: int {xzo A 320_',_', m:= X+ Yy {‘mz xn_lg_agg}:“,
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(5) 'E)@Paa\ de zwakste P 20 dal
\[X)}j. m At {'PS_) WM = X max y {m > x+5}]| .

(6) szm\ de zwckstke P w0 dat veldaan & aan
\[X)H)E.' ;.'ﬂé_', C,d.t bOOl {(P}_, S {Q} 1‘ , VOOY QH‘E

der onderstaande jeva“en'

S Q 5 _Q

(&) x:=3 x=3 (h) x:= X -y X=X -y

(B) x:=3 X +Y (J xi= axxt1  x= 2%+
(C) Xi= 3 true (j) C'.=C/\O\. QaCAd
(d) x:=x+1  y=7% (kY ci=cwvd c=avd
(2) x:=yf2 x=3 (} ¢:=cad c=c=d
(@J x::y/z Erue (m) x:= ljmcﬁz 0§ X< &
(g) 2:= x 2= Xminy Il (n) 2= (x+y)2 x<z<y

) Geel een statement list S 20 dat voor alle P
veldaan As  aan 1[&3‘ int {’P}J Xi=duX +4 3 S {’Pl:“

(&) Karakteriseer alle T waarvoor geldt
L%y And {’P}; xi= (X-y)f2; Xi=2xXty {1l

(98 Geaf £en oy e.xprtssie.s ’P Z0 dajc Vo\claan AS Qaan
ILx, 4 Ant FPLs ui=xs xe=y [P}, en Szef adk 2en

paar  expressies die wiet voldeer .

(0 Wak belekent de 3e1d(ﬂ\qe{d Var
Ux,y, 2 ak {P)s x-.=3):. x:=2{ QL]

voor hek paar T, Q

Ldem: [ x,y,2z: 4nt IP)s %= 2{Q1Y-

(1) Toon de e_c?uiwlenh'e 6an van
\[1,3: int {PY; x:i=y; yr=x {QL) e
Lx.y: int {\7}_‘. X:=y {Qtll.
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(12) Van de ver eliein P. Ix:t {P]; x:=E {Q}]
s, per defini&ié’l ] Q_?‘E de zwaks{c 0 ‘ossin_g . ’
Van de vergelikin Q: Dx: int Rﬁ’}, <= {Q}]

. 3PY T ox . VY

AS (g_‘j‘ X = EH : ’Py) 2ery or\ossmj- Bcsz dit .
We delern mee daf el “de sberkste oF\ossin is .

We merken op dat wat de assisnmm‘; stolement belreft
het bere‘unen van \orecondikias ne.erlqom& op substitutie
en hel berekernen van po:,tcondiuu op het injwc\ake\der
(@n minder verkrouwde) procede van paramekrisering .
Dit pumr technische verschil verklaart waarom \.igxo.r de

voor\w.u- aar) geven \orojramma's "adnkgmaqu:s“ ke \-mmle\m.

(@) ﬁapqa\ de sterhste Q  die voldoet aan
[x:int {x23)s x:=x~-7 {QRY}, 2n voor die Q de
zwakste P die voldoet aan \[x:int {P}; x:=x-3 QW

(b Bepaa] de sterdeste Q die voldeel aan
[x: anl {osx<gls xi=xux {Q}), 2n veor die Q de
'Ewak.-}.c P die Volclod: aan \[x: inl {’P};, X1z X %X {Q}]

(13) 'E)tw_ijs of wur\eﬁ dat voor alle 3&\0:\1 X en

mod 7 = X med ¥ + Y mod 7
(b) (X*U)V"Dd? = (X mod 1 + 3@?)@_9_5_{1
(C) 3=0 CoT (xmodg)MOdg-- xﬂ(’-—d.ﬂ
(&) (x+ xmod 2) 5, (mods = X+ X wmed?2
(& 2x((x -—x med2) diy2) = x - x wod 2

() Toon aan dat

Cc.d: bool {(c= C)ads D

5 Ci= (C“—:-d) 3 d: = (C:d); C::((ad)
) {c2D) ad=CY

(15) Toer aan dat

Fc,d: bool le=Cl; e:= (c=2d); c:=(c=d) {c=C}]{.
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(16 Toon aan dat
\[x,g,z: Ant {x.Bzz A X wmod 2 =05.‘. x:=></23 Yi=2xy

{xy=2(]

(H{ Bz aa.l de E»Jakzs(:e 'Boo\ese axr)ressie B  Jaarveor
Sed(-. \FK,B,E: Ant {x.3=2 ABL xi=(x-1)2;
=2~y yi=axy {x.y=z} .

(10) Ber:oml Len ’Eoolesc txprcssie 33, AV) Waarcie
verschillend  van false, 20 dat , met 7P 3¢de&meml
o.ls nN24 A (B_d 2$d<n: 1 d.‘x), Vo\daan AS
oan [0, x:int {'PA%}_—) ni=met {PLY

Laat zien dat (P A n'>x) = (Ad:2¢d<x: 4 dlx).

(ig) :Bzsz dat voor elke P
Ux: 4t 7{PY; ifbrue - x:=1 [ brue — x:= <4 § {abs(x)=1}]].

(20) Los op
P [x:int [P ﬂkme—»x:ﬂﬂkme—ax:r-lﬁ SKH}]\-

(20) Ts de slatement list
"if x=1 o X=='—1“X=-‘1~’X=f~=1 E“ een oplossin vav)
S. \[x:in{ {x=—>(}-, S{x'ax A abs(x):‘l!g]‘%

tn van

S: {[x: int {x=-XAQ}35(X)='1B; S{x:)(“l?

(22) ﬁewj& dal de xpressies

x: ind

{P}
2 Bo — S05 S2 1 By~ 345 Sz i
3 (@}

LA g
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Lx: int

{?}
s Bo - So [ Bt - St i
5 52 ‘

{Q} .
1

ea’u.{val:.nl: z-jn voor alle \artc\icahn T aa Q, ole

’Boo\uc exprcssies Bo en B e o.ue statement lists
So, 51 oen S22

(23) ﬁzw_ijs dat wit [ x: int {'Bl:, So {B} e
L x: dnt { P} it B - Sos; Sy & Q)] vohl dal
[ x: ant {P}; So; if B — S Go{all.

(1&) Ondtr%oek de zﬁuiva\tnkie vern
Uxy, 2 dnt {PL €x2y o S2;S00 yax - Sa: 51 4 {QY])

2n

L%y, z: int {T’}; Sa; i.£x25—950932x - St f ‘\in
Voor

S ac\n&treenvo\ﬂms "s\qip“, XY= X44, 4r en

‘x;_Hr'-_-H,x“'

(25) Bewis
“._)x.q:t'ﬁ{
[y=2.x v y= -2x+1}
3 LE 5_?&0_41::0 — )(:-:J(-B
Uy
fi

mod 2 = 1 — X:i= X4y

moa

3 ?:':-B-H 1
Y= 2.X \/Ba-i-x-l-‘l
A

(26) Met P _gtdeCiniecrd als x>0 A y>0 wordt
3evraa3d naar Doolese expressies 0 e B
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20 daL
H: x:_lj: Uﬂ!‘.
td |
R i_E’BO = %,y = Y,X R CY N X:=X-y E_t
g
Bepaal eveneens Boolese axpressies Co en & 20dat
“_X,‘Lj: int
(PA x+2y =Di
sk Cooxyi=yx] Cis xi=x-y fi
[PA x+2y< Di

L;’.(d af dat
“-.X,_H: {nt
{ %}
5 (_i_g_) X<Y = X, y:=y,X 1 X>Y — X=X~y gi
{P A x=y}

(23) Lettend op de posku,\q{m voor de allernakieve en de
TtpeLiEiwe statement zjn Wj’ voor gegeven predicaten
P, Q en R en voor zen gegeven gahmm{ list S,
reﬁe\makiﬂ wilaedaaad om witaaande vav de geldigheid
van  \[x: dwn {Q?; S {RT 2en niet a\%& s'Eer\ze
Roolese 2xpressie B ke vinden 20 dat

{x: int {PABY: S {Rl] Voljf..

PDaartoe dienen wif op\ossinﬂm vavi de verac\j‘nin

X: PAX 2 te loesc\ﬂouwen en we\ <n e bj-
zonder die op\ossinjen waarvan de tectuele Versc\njnihﬂs-
VOorm Ren ‘&oo\cse ex pressie AS . Ga dil na .

Is een Op\ossing niet (of niet eenvoudig genoeg) ols
Poolese uprcssie ke ’reprcsenl:crm dan Ran wnen pro -
beren z0'n oF\ossin_cj ke "Verunvoud{gm“:

ads PTAY en oF\ossi\nj is, dan ook de ‘eenvoudiger”
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expressie Y ;
als A PvY cen oPlossins is, dan ook de “zenvaudiger®

o.xpressie Y.
\/\'nd e Boo\ese zx\oressie ’E), Vers;c_\ni“eno{ van Fodse,

zodat PAB=2Q  voor

Y= (Ek:kzo: X=2h) 2 QE(_E_-‘Q:\QZH x::lk).
Qok voor

Pz (r=(Ni:0gi<n: X(H)=0)} 2n

Q= (r=(Niosicnsr: X(iy=0)),

(28) Doercken Boolese expressies Bo, Bt en B2 7o dat
\[X.: int
x =X}
5 Bo - x:=-x1l ﬁﬂ—as\qip 1 B2 - x:i=0 £
'{X= G-‘D.S(X)}
1.

(19) ﬁepqq\ Boo\cse zxpressie.s B0 en B1 dad
Lx,y, 2 int
[x¥.1=C A xa A yztd
518 Bo > X,y = Xxxx, yf2
g By - XyY,2r= X %X, (B")/Q... 2 %X
|
{;&z:C A X 24 A_u;zo}

Bl

(30) Bewiis dat
x,y: et {y>0); do xg0 » x:2x+y od {x>0}].

(31) Bewjis dat
\[X)[P: mt {LNQBJ d;?, J((j - K-’H:: y,x Q-é {XZB}JJ
at

an
Lx,y,2: int
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s do x<y - x,y:=y,x y<z - yri=z,y od
[x2y A 5;3?

1.

(22) Geldt

“-_X,B:IML

{Emz}

5 Cl_q K(B - x,tj'.=3,)( ﬂ Y<x = y,x:= X,y g_ql
{x=y}

At ?

(33) Z_D’n
[x: ot (@} do Bo- ST B1->Sod {Q]]

2
\\[’Jx:mﬁ (P} do BovBi» Sad {Q}]

Qc?w'\m.l ent 9

N
I{ x iﬁuff\'ﬂ; do Ro-> <o § Bt » S1 od {@}]]

n
\\:K: Ank {@}__, d_? /.80—450“81 /\-1’80" S Q_Ql‘ I\Q}]l

chiva,\evrt 7

(25) Wit P= (Bo v B1)
e \lx: ink [PaBol; So {Pi]
e (X ank {PABY Sy {PL])
\Jolﬂé \Lx: Ant ‘

)

5do Bo =50 By - S 0d

{ Calsel

1, wils de re‘ockitie eindigt.
Ga dit na.
Welke conclusie vall hieruit ke trekken ?
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Opmert«inq De c.onc.lusie, \f\el: "PObEu\aaL van de
umitgesioten beeind. CV]S“ behe zend, homen we v 2
\neej ander verbanota Eeﬁen ols brel ” posku\aak van de
uilﬁ&s[otm dodci_ij‘\ae omarming - Dodelijie omarming
(deadlj embrace s o\ead{oc\q) ebvelt \a&] Verschiineel
waarbi 2en aantal samenwtrikende (rcken)Prougem zicly
i een zodam'ge toeskand Vreelt 5cmanoeu.vreerd dal voor
ek der pprocessen \loorESanﬁ onmogtljk AS .

(Einde O\O\mer‘m'nj )

(56) @evaal de zwakste P 20 dak

\[ x: ind {'?}_-, do x$0 - x:=x-t {L{ {""0} 1.
’E;ePaa\ tevens de zwakste P 20 dal

Lx:int §PY. do x#0 - x:=x-2 od {x=0}}.
Bestudeer

\[x: ink {'P}; gl_gxqéo—;x::sx-—‘\ “x#o —-J'x::x-ip_d_{x=0}].

(5?0[ ﬁesz dat voor cen Boolese Funckie B(g:gzﬂ)
eioit
&X: LY]L

{(Ey:y20: BYN

5 Xi=0, GLO A B(X) = x:=x+tf Qc_l_
L B(x) A (Bz:oge<x: +B(2)))

de ” Linear Seqrckq —“neorem“.
Loat ziem hoe wek bovenstaand programmo Vo\ﬁ(-.
dat (E_‘:B:Bzozﬁ(‘j))

= (Ey:y20 :6(9? A (Az:ogzay: 7 B(2))),
et \oosh'?\aak X vo\eoligc induckie .
We vermelden dat de Posku\o.ken var Vonedéjc A duc—
Lie en van de 're‘ackilzieve skatement voor erekenbare
Boolse functies hekzellde behelzen .
(Let we\: niet alle Functies zﬂn berelenbaar: voor 2en
Sem\\tnrj x((:(20) laart de bcrekcnin_cj vay) ety 1)
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zodat 020 A (Bingi: x()23) Sro’ce zorgen 2ells
&l 1s de existembie vam zon n bekend .

(268) ZD’ E(x)  voor elke aehele x  <en E.oeﬂe\aLen
inkeger expressie  &n 2i| Csbovmd{m tacreasing .
’Bepaal de zwakste P “Fo dat

\Ux: ant {P}, do F(x) > x = x:= F(x) od {F(x)sx}]l

(39) Ee\aaa\ de Zwa\aske P 20 dat

L%, y, 2 int
7} A

5 do x<y s xi=x+1 | y<z 5> Yr=yrt facx o zi=z410d
{x=y A y-1 Azaﬁ

1.
(40) Bawij s dak

\Ux,a, by, v int

{azt A bxt A uzo AW20 A x=u.a -0.b]}
3do X>0 » X, Ur= X-@, w~1

U x<0 - x, 1= x+ b, 19-1

od
{X:O}
1.
(4s) 'Bewjj dat
l[ X, Y ind
{Eme}
5 do X >y
it X mod 2 =0 v gmod.:z:o - X,yis X-1,y+1
I x med2=1Vv ymd=1 —
{i X,y:= x + xmed? , Y+ Ywmoed2

(X <y
g
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42 Loal zien dat het binmenblok, met als functionele
S\DQCl{?EICQUE,
“-_ . Ank
x20}.
5 5£a£ementhb{
Lyts x< (g
s b= (x= yxy)
]
voldoet aan

S [x: dnt ;s b: bool {XéO}_s S {bE (E—-E: 220: Kflz)}]‘-

(QS) Welke van de onderstaande tekesken E_I'jn carrecke
functionele bpecifica{iu vay]  2n  programma ter
barckeninﬁ van de Klenste N derde machten van
\r’?a{:u.url‘ljj«c Sekaueﬂ 9

(0-) }LN: ik c(x:o.wu N): arrny g_r wnk
N
4 Culoes
) {Bx:0¢x <N {(x) = x*)}
(b) lEN: it r(xzosx<N ; arrag_ofmt
{N= No A N:0} )
5 Qubes

][{N‘ No A (Ax:osx<N: £(x)=x>)}
(c) {LN: 4nt
{N=>0}
AL F(xi0¢ex<N): array of ink
5 cubes
]i{(ﬁx=0§x<risz)=x3)}

1.
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(qq) Geed eev runckione\e braecipica‘;{e van €en |pro-
aramma ter ba\oaling vav1 de som der ciifers uit de
ecimale representakie vay  een wal-.uu.r\:"g jd:o.‘.

(Einde Serie Opﬁaven-)
(E[Hde 1. Funckionele «_sr:ec{r(cal:ies.)
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2. Inleiding tot het programmeren

Dit Hoofolbkuk, dat de kerm van deze \ﬂandleidinj
vormt,  bestaal in hoofdzaak wil een laﬂje recks
Programmeerorijq\len i
Voordak wl:J hiermee van skart 3aan (> hek wen::e\_uj'\? eerst

even in £ gaan op de volgor e der Vmagsl-.ukken, 0
hun redactie en op zen mose\_ijke _sk‘()' var Pr&enfzafie
van de OF\ossinﬁen.

De vraagstukken 2l 2en Vel klein beekic erang -
schikt %o.ar opk\iﬁlnmenole maci]jjk\rxcid. ﬁik é:elzcke&
dat de serie ]oeﬂiné med opgavin wWaarvan wniv of wmeer
vaststaal dat ze tob de eenvoudiae opgaven behoren 2n
dat de wab ingewikkelder vraa séu.l‘\*\’{en wak verderop
skaan .  Dit gel:e_\zenk ook daf de moci‘i'k\ocidsﬁmada
de serie Vo\éenc‘., da.ni_q kan fuctueren ¥ De \Szer ‘&_15

lz’!ieru VOOT ereiol.
P

Elke roSmmmeer\oque AS Miieindeﬁjk var) de vorm :

! GEe(onor geqeven Fred.(ca{m P en Q ewn stakement
lisl die cen” oplossing 4is van de ve.rjel_ijkin_g

S. {x: int {’P}_; g{@}][“

Ta die vraagstukken waar pre- en Fostconditie \me\
u\oiiciek egeven zﬂn volstaan wWe et hel opgeven van
de verﬁab’?zm .

%) menig vraags@.u\& eVev) wjj ” slec.\‘)(.s“ eev) (\Jer\:)c\la)
\Qamkkerist%m_q var \%& 3euiens{-.t nekbo - offect van het
te conskrueren roqramma. Tn zulke 3eva“ew behaort de
expliclete fowuﬁ:r{wg van pre - 2n postcanditie eveneens
tol de taak van de lezer : el OPSLCHEH Vawn Cunckio -

nele 5\oecifica¥£es s onlosma\?c\jk el programmeren
\JErbonden-
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Ter vermindering van de hioeveetheid sc\qr}j(werk , ter
regie:kmtie van %oewﬂ'sverp\ic\qkinjen en kem behoeve van
Len co'mpac{e Presenbxhe van rosra,mma's voeren WwWe \4e£

aﬂaorkin_clsmechanfsme in dat bekend staal onder de
naam programma ~ anrotakie, \We illustreren el aan

cery voorbeeld.

\[_ N: Uﬂ{
{N 2o}
3 \(O.: mnk
5 \[_b i\n’l{
5 ab:= 0, N4
{ invariant P: oca<b A o< N<¢b® zie Nooto.
variante funclie : b-a

sdo a+1 £b
— l[crint
5 ei= (ath) div 2

PA acc<b, ze Noot1]
S50 CxCg N 5 a:=c {P, ze NooEZ}
01 N<cexe o bi=c {P, als Nootl}

{i
v
]l{ }
od
]{’PA a+i=b}
{dus, a'< N < @+1)?}

b
1.

PBovenstaand. programma 45 wrii volleds 3eomnol-.een1. De
vo“edij‘qeid bestoal  hierin d&'é. voor ke constiluerende

skakement zowel pre - als Posl:condil—.‘\e wit de teket zjn
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of te lezen.

Aldus Teaiskreeﬂ de gmnnokeerde pro rammakekst  de bewii,s—
last :  voor ek der voorkemende éaka.?e\r{nenb dient het 7
opaeaevert paar “randcondibies' ke volgen wmik bt oy
htg %Qa{emett benorende posku\aq‘c. 3 <
We ve_sLiﬁen er de aandacht op dat dke der 20 oatstane
bewiisverglichtingen MBC\QOMCV} dient & worden .
‘\_ej?aj\ec:fi’cl ad%\al.erm we de convenkie ow voor die
beszver\o‘{jic\nk{n en die uitdiuklkelite nadere candacht ver-
er1 in de Poséondiﬁie zen hink boe te voeqen .

?\ﬂ ons vomJoer.H leorren \JJF van zu.“« ’ﬂi\’;és voor, drie
in de vorm van een verwijzing vaar een Noot , 2en
("a\: l\\ootl“) die een inciicoflie geeﬂ over de vorm van
Len bﬁsz, e een in de vorm van 2en (11_'9 ovcr\oodije)
"dus'.

Op Sronol vari onie 3aahno¥eerde Leksl dient devhalve
Loegwoeﬁd te worder

Neot0, behelzend el be\.iiis van: N20 = ’Pﬁjﬁﬂ 5

Noot ! | behel zend het besz yvan : o
PAatt#b (PA accchb)aiydive 5

Noot 2, behelzend het bewiis van
P A a<c<h ATYN 2 Po

waarmee wit el programma wil bel voorbeeld voldoende
"Scdocutnen(-.eerd.“ achten .

Reeindi ing van rvepelitieve latewents bebandelen we
cteeds door Opgave van een variante functie.  In hee
veel Beva“en is kel besind; inasbesz triviaal (We zullen
later™ zien wqarom) en Z-u,“%,n we Zwel als (v ons
voerbeeld - volstaan wet de verme\cii% van de gekozen
variante functie . T de wminder Etnviale gevallent wmagq

et beEindB(vBsbeuﬂs nimmer onUon:\Qen-
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Op_merlﬂing Oplellende lezers 2al hel wniel onkqaan zifn
dal el wmel or‘:ze conventie betre{Tende _geca--:gokeerdij
rojrammakek_s‘;en 1o Q‘ij 5 de Ver\meﬁdins var] emﬁ
Eewﬂs te onderdrukkern “door “hintoos" te “annoteren
De 'mo &‘:"13 kot ht‘nkloos anvoteren (s e.vmwel ) ze&e\('k

>4+ inblhs | opEeey
ekozey; voor de werke“q Lriviale programma’s .
%d s —en wil digvien \A.qk ke vervne\cfgn— e der en-
merken van di allerbesle rogrammeuts dalt zi{ niet te
el deks als briviaal bescaouwen, Zii weken~datl cen
Sebrek oan besel van wak wel ey wat) ael triviaal is
Onvemijld leidl Eob bek 2ve Foule programma v et
andere .
In dit orzic\qé vormt de nu volgende serie opgaven,
Sewi\ol of wiet, een ohﬁebmikc!ﬂ%c oe(m{nﬁ i
wiskundige skiil-
(Einde mcr\ajing.)

Cen serie programweeropgaver
1 " g

(0) 5c\nr‘|‘jf een programma dat vastetelt of van drie
Scka“m eert der 3&&“(:\4 het Samidde\dz van de

overige fwee 4is .

(1) Sg\n{-ﬂ( ¢een programma dat voor twee Lse':a“en

P @ G, ‘}’/’0 een op\o.ssin_q berelkenE van de
Verﬁd_{jhiﬂg
X X £ -g— < X+t

(2) Sdnrjf ee) programma  ker bere\*zmina van het
3roo£\5|:e achtvoud dat ten \nooﬂste e geqeven
SeLa LS .
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e

(2) Sc‘m:ijf 2en F_rojrammq 'c.clr be'l”“""ﬁ van de QFJ[:ers
vor1 Ae Tzevenka [lﬂﬁ \foostch_g var eev no.Luurth
3e’ca‘ kleiner danm 243 .

(4) Gegeven is 2en Y'laku.bt'rlj"( Selzo.\ N, N< 102 .
BRe qa.lﬂ belt aantal nullen Waarop de decimale voar-
5Leﬁjmﬂ van NI o.'mokij{.

(s) S: {IN:int {N:2o}

5 WLy int

3 S _
. fr= (SirosicN: (9% )}
1.
© S IN:int {NQO}_-, Fx: 06 x< N): array of int
5 \Ur: dnt
] fr= (Sx 0sx< Nu (1) F())Y
1
1
@ S: IN: int {NéO}:, F(X:O$X<N)=M of ink
3 \[T: int

-)

)
1.

(0) Sc\'n:j( e Yro ramma dal voor een 393uen

Seta“enr_ij vaststel” of Ej woniotoonn {5 .

‘{T': (Sx:0¢x A x%<N: F(xY)}

(9) Bewjjs de correctheid van
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La: it {arol

3 \[C%Ti ik
5 4, 7= 0, &%
3 j:_{_o T4
— \[x)_nj:{ni
' X yi=rdivy , vmed 4
3 (]Pr: = qy+ X, X1y
1
od
s Ti=21-1
{a-_-s.qrﬂ' A D€ r<3_}
)
1.
(10) S: \LN, X: int{NéOk; H(H:OSH<N):M g( int
5 \Ur: dnt
){1—-: (Sn:oen< Nt Hin). X")}
]
1.
() Sc‘qrﬂf een programma dat, voor 2n grgeven

ekl
N . de kleinste oF\ossing \oa\om\{: van de vege\iﬁzmg
k: kx0 A lk > N .

(03 De M| F(x:x20) is Sede(imeerd mek het vecur-
venkieschema

F‘-(O) = 0, FU) =1,

Fx+2) = Flx+) + Flx) voor olle X met x320.

Schriil cen programma  dabt voor geqeven N 20,
F( M)J bzrekefl:.a 33 '
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(13) De funckie Cln:nz0) «s Sede(inicero\ mek  het

Tec‘_u.rrcnl:iesc\qema
C(o) -0,
C(n) = C{ndw1o) + nmaod to  voor elke 0 mel 3t
Construeer S 20 dat
[N b [N2o0)

> Wer dnd
” l(C: C(N)}
3

1.

Bewijs (BN N20: Nwmod 9 = C(N)wmod 9)

() Gejeven s gen T X(i:0si<N), N20, 20
dat  (fi:0gi<N: XG’):O v X(Y=1).

Sc\qrjf %en programma ter bere\qening van de waarde
Vo

(En:osnsN: (Ri: 0gi1¢n: X(iy=0) A (Ai:ngieN: X()= 1))

(s} S: [ N: inl {N20}
5 F(x:0¢x<N): M&{; int
{(Bx:osx<N: Fld=0 v Fy=1)]
3 “:Q‘- int
;S w
{Q: (Nx,y:0¢ K(_L;(N'. F(KB<F(5))}
3
1

(16) S. \[N ant {Na 0}
5 F(x:0sx < N+t): array of ant
) \[b:\ooo‘
5 S
{b= (Ex:0¢x<N: F(x)= F(N))}
3 |

I
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(13) gc\mj( een) pm%mmma dat vaststelt of in een
gegeven geka\lenr_ij ged ﬁeta\ 3 voorkomi .

(18) Sc\ﬂr_tj[ een programma  dat het aantal verschillende
delers van een pasikief Selal bepaalt .

(199 S: v k. int
{rmod 2 =1 A 1<<'r<1“}
5 Ux: ant
> 5
11“ mod 2 ~1 A 1 x<2% A (- 1) mod 1% = 0}
I

(20) S \[N:ing{NéO}J X(i:0g1<N): armg_o_r int
s e ant
55

]{c= N ogiageN: X0 A X()»2)]
1.

(21 Van drie ascandinj Tﬁi'fl F, G, H(¢:izo)

1S egeven dat

(Ek: 120 A 120 Akso: F(i)= G(J) = H(R)
Sc\qrjr Ren programma ter bcwkening van bet lleinste
Sel:o.\ dat in e\é van de drie r\i}'e'n Voorkomt

(22 Gegeven zijn  bwee ascending vijen  X({:o0gi< M)
2 (GogiIN+t), ™M>20 en N5O. Er Be\olk
X(M) = Y(N) .

Op een _gc‘.a“enrec\ﬂéc \ijﬁcn M rode sti‘ajes, eum -
vnerd van en mel 0 btk en zonder M, 2w NS blauwe
skipjes, genummerd van e met 0 tot en zonder N.
De “positie van rood skipje ¢ is gegeven door X
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QN de Posih’e van blauw stiﬂe }  door N() -
Sc'\'m"r gen yrogramma dat vastskelt of er 2en rood.
@! gipje z_tjm op een astqmi vari wivider dan

tn En blauw 3

7.
(23)‘ Sc,\nrﬂg QEV;} programmq dat wvoor eew %cend{n_c! T_l}

heb aantal verschillende in de "_‘j voorkomende waarder)

b&maH .

('J.Z;J Grl Yio
\%N &HL{N21E

5 X(ir0<1<N): array of nt {X is &.scand(nsk

3 \[tg:'i.n‘{

;l{t\a Z(MAX i) o<icj<N A X(i)= XGJ: j-cro}

I

(25) GE3avew {s een Tj X(i0gic N}, N2t

Voor O$L<J$N s~ H(iyy) edefinieerd door
H(uy) = “(Ak: isk<y: X (= Xik)

Gevrragd werdt 2en Prﬁpramma Eer bere\zening Vo

(NTj:osteyeN = H{iL )

(26) Sc‘mil)f k&N prograrmma dal voor eenm geka\ N =1
de per(ode i1 de” decimale re‘ortsawl:al:ie van 1N

belocm]t-

(a7) Met behulp van  een vabuurlike funckie  {(x:x20)
As de Ty RE(n: nzo) ede;{meerd:

RE(0) =0 , F(ar) = %( R¥(n)) voor alle n>0 .
De raj RE  heeft de zigensc\narz op den duur

pernod{ek te zin, (e, |
(S0 080y RE() = RF())) .
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Sc\nrjf een  programma  ker berekeviing  van de oeTiode
Jyar) | de *r‘ij BF. De restrickie (s dat doarbi| geen
3&]01'{41\& mas \dordew Szmaakl: Nay]  eeyl Lokaq wra_g.

(28) Scxnwf cen programma dat een [:a.\:w.l van de
cerste N7 derdemachiten van na{um\‘{j"ze Seta“en aanlej{.
De eaige dac\rbj koeqestave  aritmebische bewer\q(n_c}en
ljh opke”inj e1 af rek}zmj :

(29) De se‘y,eeika“cﬁe Cunchie QG(L_,Jf 0<t<l A os_)< ])
s 20 dat voor elke C0gic T de Ty ’DG(QJ: os_jf._'))
ascending 4s e o dat voor elke Jr0¢y<] de r_Ij'
'DG((JJ: 0¢i< 1) dexending <s .
oor een  gegeven Sekc}l ;( )?e\o\t |

(Ei,)': 0gt< I A 0¢y< ] = DG(1,)).
Sc\nrjf ten programma dat een paar (1, s) berekenL
Waarvoor 0sT< L Aoss<] A X=DG(rs .

(30) Sc\'\r{'c, by qeqeven z\'xeeh.o.ni e fumqlrie

M(L,J-’ OZSR T‘)\ g!}’(}), Sﬂm progmmma ker Eere\qe-

Vil var)

([\_\”31) 0¢1<T Aogyc ] M(ifro0),

in elr der onderstaande ﬁe\ra“en :

() Nam M is nieks naders gegeven

(b) M([JJ) 43 decreasin ols é«{nclie van L en
ANicTeas|n ols fum?{e van |

(C) M(i,)) S de_ﬂcznding ads Swnctie van L en
ascendin_q als  funclle van J

Hoe veranderew de programma’s iq het geval aevracad
wordt de waarde vfn,j 3 ] 3
(N_i,J':O$L<T/\O$J<J: M4, 3) = 0)

fe bere. enev?.
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(51) G. \[M,N: ant {Mzo ANzo}
5 FliogicM), G(jrocj< N): array of ink
{(F is oscending) A 8@ is ascendin_g)}

5 \[cgm{
: ]IJ{C =(_t\ji,J': Osi<MA0.§J<N-’ F(f)*c(.})>°)}
. |

@) S: {[N: it {N2o}
s U(i:0gi< N): arra _g‘f int
{(A:oct« N U() > 0))
> “:T: ind
2 S
{r= (N.j)kaSJSN A osksN:
] (Si: 0gi<) U())= (Sirksi< N: UW))}

1.

(33) Mel behulp van buee ehele getallen X en Y
,{5) de T(J FP(E:QO) 3e%e4‘inie'§rd:

Flo)=1,” Fl)=1, |

Fliva) = X F() + Y. F(it1) voor alle c¢20.
Gevraaﬁd wordd zem op\ossi\q_a VOooT

Fibolucce:
UN: dnk {N2 s}
5 W and
5 Fibolucat
{r= (SirocisN: F(iJ. F(N-0)}
A

1.

(34) Schinif e programma dat vastskell of er een
aeta[ be.sgaa{: daf in eke van bLuwee gegeven
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ascmd.inﬂ Seka\\enrjen Joorkomit (’n\ne coincidence- (e.s(:).

(35) Ten segment X(i:psi< varn  X(i:0¢i<N)
L5 niink_smin?maq\“ belekent 3’)
0<p<gsN A (Bi:]asmq,: X(p) s X(1}) .
Sd,m‘{ 2ev1 programwiq,  ter bere\qmin van de
if ken prog e oerekening
\r‘hammal{ \8\«13&’_ Narl  &ni tmk’svmmmaa\ fbi‘:ﬁmen@.
Nan e gegeven T_{j X ogicN), Nz,

(26) Een segment X(i:psi<g) van X(i:ogi< N)
s “bina -'gscend{n " be’:e\qe‘h (

0sp SN A (WHispei<g: X(i-1)>X0)) <1 .
Sc.\qrjf jen programma Ley Qerzkenin_g van de
maximq\e Ke_njke van vt Eiijnq-ascenclins 523mcn£
van zen gegever le Xasosld\l), N24.

(37} Een seamenl X(i: pgi< van X(i:og¢i<N
i.Eu) eev) ”Kj— bejmenL“' bpal:ekej;% ( )
0¢p<q s N A(Bijpcicg Apgycg: X(O). X()20).
Sc.\'njf een programma ter bere\qening vay; de
maximale \ev;‘?ée van eniS K- »sej went van ¢en

kqeven 1 (i: 0¢1< Ny, N2t
343 J

(28) Ben seqment X(i:\oskq) van X (i:0¢ i< N)

(s een "_qla 6ejvmenL“ bekekent |
O£P<GP£N X (ﬁi,j: Psi<q Arsjup: X(;)..)(U)\ﬂ)_
SC\'\FQ'E een Pfﬂjramma ter bereqening van de

maximaie \enji.c var e.m))a a\ad beﬂmen{ van Rev

gegeven r_ij X (it 0¢1<N 21

(29) Een segment X (i: psi<q) van X(i:ogi< N)
s )een "dipj- seqment” bPe#c\vc?nL )
0¢p<g s N A (Ai;r psigycg: XU g X()+1) .
SCL\%F%QM toro_ciramr%a Ler E)er%kminﬂ van de



PIP- ¢

Mcax'nma\r_ \enﬂlze var zn‘i\% diP- bEﬁmeM van gev

gegeven rj X{(i:0¢i<N), N21.

(49) Sc\mﬂc een  programma dat voor gegeven L\l

?

=0
de \«Jaarde bere\qenb van (\\_lx)j: Osx’éﬂ: ><+5=N).

(111) SN, W iat {NEO A Uxo0l
5 X(it 0¢1< N): array of int
(X is ascending)}
_',\T: int

)

A
1y

() De Boolese funclie B(x) is sedefinieero\ voor
dle qehele x  ev heeft in ten minste edn  punt de

Waargc kvue . Sc\nrj( @y programma dat zo'm pum&
‘OEPQG\L (De Rxpressie 13 () YHO.S as Poclese ex-

p\‘essi e worden beac\ﬂo ww d.)

Lr= (Nij:osicjeN: X(g)- X[« w)]

(43) Sc\rmf een  programma S 0 dat vo\daa_n AS
Gan \[Wj\l: ink { N0 A N=No}
3 X(i:O\(i(N): array QS int
{S(E\.i.- oi<N: XGy=0 v X(iy=1)}

y KX is ascending)}

De rvestriclie \n'uerbj is dat de enige Yeegelaten ope -
rathes op het array X zjw X‘:sta.p 1)) met
01 < N gn os_jn\i.

(‘f‘? Gegeven is eem  Funckie F(x:0¢x <N) waarvoor
Se.di (Ax: 0<x<N: o5 F<N).
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Th een land z_ijn N P\aaiszn, Banummerd van 0
tol en med N-1.

?odra de gong Baa.L Joiaeefé een |persoon die zich in

plaals  x bevindt zidy instantaan vaar plaats b
Er ziin  twee PefSonenJ C ey D CJ die een
bra.nimcle' toorks o\.majh bevindt zich ao.nvanlqe‘jk )

\a\c\aks c, en D, met buskrwit, in T’na&s d.
Dan vo\g& 2er) onbeperkk aantal Sonﬁso‘jm‘

Sc.\'yrj( een) ijmmma dat aan de boolean variabele
banS de Fassende waarde toeleent .

Sc_\ntij( ook Revt programma Voor het 3eva\ dat C &m\o{

onder Controle van F en D onder Cmnkrole NGl een

funclie 9 et (ﬂx:Os:«N: 053(x)<N).

(4s) Een A'ntejer funchie K(i,j: (20 Ajzo) is
anreasina i beide arqumen ten.

Sc\m"{ 2eN Pmﬁrammq r bere\nen{nj var
(NGj: (20 A 3200 0 K, )< 419

(4§ De syntactische caleqorie h s 3eo\e(:t'nieercl
doo'r (h) = 0 ! i L’l)(h)'
Construeer zen programma S 1w dat

‘[N: ind {NEO}

s X (i 0¢i< 2.N+1): array of int

{ (A ost<a Nt X()=0 v X(iy=1)}
.3\[5-35:}900]

) b= (X behoorl kot de chkejorie \0)}

]
1.

Geel ook een S wvoor het gem! h gegeven is
dooy <\ﬂ> e 0 \<\4> { <ho
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“3) De rj fusc (n: n»0) 15 Sedefiniurd door

fusc(o) =0 ﬁusc(1)=1 evr _ voor alle n >0
tusc(an) = fusc(n) en fusc(2.n+1) = fusc(n) + fusc(n+1).

Eepaal !alen S 20 dat
“: N© Ant { NEO}
5 AL xe And g S {«x= fusc (N)}:”
.

(48) De verzamc\inﬂ W is gedexmieeroi door
(@) 0 behoort Ttot W
(b) als x kb W lbehoort dan behoren ook 2.x+1
en B.x +1 kok W g
(<) alle elementen van W behoren kot W op Swnd.
van  (a) of (b .

Schnil een rogramma ter berekenivig van de N
i P E 9

k\cmslze ejemvan e van W, voor  gegeven N >1.

(L|9j De su erpas\l-{e van een colleckie intervallen op

een aqelallenvechte 4s dat deel van de Beka“enr&lnle dat

door %eze inkervallen  bedekt wordt.

De lenigte van 0 2tn superpositie (s de lemte van
hckﬁetn zwart ziek nado.t vayl  2en aanvankegla witke

geEaHen'mcin& de superpositie zwark Sesclailderd .

E‘x:\'ﬂ:jl[ een pro_clrammo.seﬂmenk S 20 dat
LN: ik {Nwol f
5 X0 (rogte Nyt array o} dnt
L (X 4s ascending) A (R 0g(<N: X () ¢ ()}
5 \[i And
s 5

’ {2 = de lengte van de 5uper‘oositie vay) de

1 intervallen (X1}, Y()), e<icN }
1.
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(50) Geﬁevm 1S5 2en r.vosi(-.io.ve inteqer A 2n een

13 C(i:izo) van na{uw—\j‘kc_ geta\en.

er Be\d{ _ | |

(Em: nyo: (Al ocien: FEIEA) A (Rinsc E()>AY).

GQVTQ(JBC{_WOTG{{: een programma ker berc\acning van

(Ni,j7 ostcy: A= Skrtckey: F(KY)) .

Schnil ook 2en proaramma voor het special eval
daiJ Ce) =0 on??r alle (20 oopeee

(59 De N hoe\q‘aunkm van een veethoek -ejn (rechis)
omaaand. Senummerd vari en meb 0 tobt N De
ofstand vaw \noek\aunl-. ¢ tok zjn omgaandc buur
is  d(d), d)>o.

Sc\qujf een Pro?ramma Ler bepalin van een hoek -
\ounkcn‘oaar dat de omirek zo goe mo_ge\jk halveert.

(s S: UM, N:int {M20 A Nz(ie
5 Wi 0¢i<M): armay of il
5 \Lb: bool
:,{Sb
1

I

(ﬁn: osn< N (Em: agm< M l<(m)=h))}
1.

(s3) De N punien van een stﬁc}nle quf 1_ijn
g-humme-rd Jar] en met 0 kot N, N21.

e takleen zjn egeven door twee arrays

P, ¢ (Cog L<N§ voor alle (,§},0¢i<N A 0¢j<N,
eldt
3 er ll‘.S eV ka\q \JQ:V'I i. naay J

= (<) A (p()=3 v q(i)=1))"
Sc.\mjjf 2en programma ker bere\eening van hel aantal
paden (in de 570‘10 van puat 0 waar punt N-1.
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(54) Van een i X(i:OsRN), N0, As geqeven
dat  (Ai: 0<iTIN: X (i)=2 v X(i)=1).

Een seqment X (i:psicg) van X(i: 0¢i<N)
1S "3253q}anceerd.“ bele anéqf

0sps g N A (Ni:psi<g: XG)=0)= (Ni:pcicg: X(i)=1) .
Sc\'ny 2?.\4 programma (-.ercpberekening van de(;

muxmaje |er1 te van eni e.ba\a.nceerd. seqment
van X(i:o£i<N). 3 )

(55) Gegwen zjn) twee Tijen positieve Seta\len
, i: 0¢(IN), wWaarloor qeldt

P(gi:osm\\l: p()) = (°§i§05i< N : Q’(i)).

Lo.n3.s 2en c(r\ﬂe\vormije Tace — baan ij_'j"‘

pils, (rec\nks)omqqa.mo[ genummerd var en mebl ©

ol N.  In pil ¢ (s zen hoeveelheid toenzine |

3roo£ p(i), cl.o.nwuij- De hoeveeleid benzine nod(s

om een Tace-auto “de ofstand van pi ¢ naar

de Omja??de buurpit e laten overbruggen s 5e\ﬂ\e

aan g (i)

%c\nrjf 2en programwa dat berekent vanuct ‘noeueel

PiEs 2en  Yoce - aubo mel. een aaﬂvanke\i“z \Qje maar

voldoend Sroke tank de vace - baan -ronE[) kan .

(56) Gegeven z_ijn kwee rijen X, Y(i:o0g1< N) _
Gecf ten programma dan de \exicojra\o\n(sc‘ﬂe volgorde
van X en i( beu()ao.lh . Le. vaststelt of )(3< N,

dan wel X=Y, dan wel X >Y.

(57 De ascmdinj rjm va Y:osil:ieve 3e{a\|en v
mejc.cl som N Kunnen lexicoaraC{scLl Seranasc\nilz{
wordevt .

%c\qrﬂf en programma dal 20'n rlj, die niet de
\exicogragfscln laatsie (s, transformeert in zl'jh
\exiw’cjrafisc\ﬂe SUCCRSS50T:
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(s8) Geawm is  eewt nakqur\_ij\qe funclie Y-(x,ﬂ:xzofxtj}o)
die Vo\doek aar

@) f(x,4)>x  voor alle x en y

(W y1>y40 = f(x,3|)> f(x,go) voor alle

x,ljo w 51.

Schriif cen rogjmmma dal voor een gegeven N 21
de "'{\1 kleinsbe elementen berelent ™ van de
\Itric‘meiim V Bede‘(inieerd door

(a) © behoort kot V

(b) als x en y bkt NV behoren, dan behoort
ook f(x,g) ket V-

(@ alle elementen die tot V beloren, behoren
btV op grond van (a) of (b).

(59 De positieve functie C(xy: x31 A y2o)
IS Sedefmieerd meb  het recurrentieschema
C(i,g)=1 voor a.ue yx20
C(x+1, y) = C(x,y9) voor alle X,y wnek
X214 ey 0.{3;‘5)(1
C(XHJB) = C(x,g ¢ Clx+d, g~ (x+1))

voor olle X, Y et X<y &n X1,
Sc\m—i'f eer) proaramma  dak voor een ageaeven Nt
de u#a.qrcle \rPoun3 C(NLN)  bereleent . 33
(60) Een (nieL-—\eﬂc, e.{nd.t'jt) boom 4s gegeven door

(o») punt 1 {5 de workel van de boom

(b) 2ea punt x van de boom bheekt n (x)
zoviert , ke weken de r.wm{tn m(X, )
met 0<t< vx).

Een_ blad s een punt van de boom zonder zonen.

Sc\nr_ijf e programma dat et aantal bladeren
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van de  boom l:epao.“; ( tip- count) .

(61) Geje.vew H zen  {nkeger K, K20, en een
inkejer array X(i:0¢1< \\I’?

Gwraajcl wordt 2en programma. ker bemkewinj van
de waxivmale 'lenj{e vavl erlige mneengu\oten d“}‘j
van X die  lten hoogste f{{ nullen " bevat .

De veskrickie \flferkj s t de eclementen van X
dechls etn keer Se'(nspecl:cerd. mogen worden .

(62) Geqevert is ren malnx waarvan a“e_ a\emenl-.en
0 of'? zjjn-

Gex/raajol wordt een programma ter loere\qen(n vay
de maximale omvan van enge vierkomnte dee\gma#nx
waarvayi alle alemen—ian Ba[jk aan O ‘?Ejn

(63) Geje_ven T bwee inkeger arrays X, Y(i:0¢i<4y).
T ek PlaU:e Viak lfgsen 41 punte, aenummerd
vann en wnek 0 kok 4F. Punt hezf& X)), Y()

als  Cartesische coordinaten .

Een vobot maakt een vond ang ‘amjs de r.wml:en
L volaorde Vo oP\rz\immencP nummer 21 keert van-
wik punt 46 weer (:?.ru_c} naar punt 0 . 'Domr\s_ij
vieeemt i de vdjmdt feqels & acht:

(o) h‘ij start v jpual 0 k_lj‘emd i) de 'r{c.\rlht'ng_
van  punt 4

(b) \&lj\q loopt skeeds <n de ‘n'c\nkinﬁ waarin Lnj
ikt ;

(©) \nj verandert Ejr} ﬁc\vkm_c, 5lerl1t5 La de
punten C, namelilk door een redhtsomqaande
vyobakie over een “‘Joock kleiner dan 266°;

(d) h_*‘l eindigt 4n punt 0 kj‘und in de vichting

van \ou.n i.
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Ten Szvo\ e van deze rondfjan waakk de robot
een Be\qee aantal vo\leclija (rec l:som‘cjacmcle) omwenke -

lingen .
Sc. rijf REWV PVOBT‘amma er berekewimg van d\l'. Aol -

tod, T vmet o.\s restrichie dak elke xpressie ) et
\orogramm'ot vari bel {:_Ljpe Ln’ce_cje_r of  boolean dient
ke z‘ijw.

(Einde Ten serie pro_c]rammeero‘ajavcn.)

(Einde 1. Inleidmﬁ tok het Fmﬁrammeren-)



