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Fast  i m a g e  c o n s t r u c t i o n  i n  c o m p u t e r i z e d  a x i a l  t omography  ( C AT )

The p u r p o s e  o f  c o m p u t e r i z e d  a x i a l  t omography  i s  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  d i s t r i b u -

t i o n  o f  t h e  a b s o r p t i o n  d e n s i t y  i n  a  c r o s s - s e c t i o n  o f  a  spec imen  p r o b e d  b y  many

X - r a y s  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  c r o s s - s e c t i o n .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  w h i c h  i s  a  n o n -

n e g a t i v e  f u n c t i o n  o n  a  c i r c u l a r  doma in ,  i s  c a l l e d  t h e  " i m a g e "  b e c a u s e  i t  i s

u s u a l l y  d i s p l a y e d  o n  a  s c r e e n ,  b r i g h t n e s s  r e p r e s e n t i n g  t h e  f u n c t i o n  v a l u e .

For t h e  s a k e  o f  d i s c r e t i z a t i o n ,  t h e  c i r c u l a r  doma in  i s  s u b d i v i d e d  i n t o

s o - c a l l e d  " p i x e l s " ,  i . e .  l i t t l e  p i c t u r e  e l e m e n t s  i n  e a c h  o f  w h i c h  t h e  a p p r o x i m a t i n g

f u n c t i o n  i s  c o n s t a n t .  T h e  r e q u i r e d  r e s o l u t i o n  i m p o s e s  a n  u p p e r  bound o n  t h e

s i z e  o f  t h e  p i x e l s  a n d  h e n c e  a  l o w e r  bound  o n  t h e i r  number.  E a c h  p i x e l  r e q u i r e s

the  c o m p u t a t i o n  o f  a  s c a l a r  v a l u e  a n d ,  t h e s e  c o m p u t a t i o n s  b e i n g  e l a b o r a t e ,  t h e r e

i s  a  p rem ium o n  n o t  i n t r o d u c i n g  many p i x e l s  more  t h a n  needed f o r  t h e  r e s o l u t i o n .

(For  e a c h  p i x e l  t h e  v a l u e  t o  b e  computed  i s ,  i n  f a c t ,  a  l i n e a r  compos i tum o f  a l l

the  measu remen ts . )

Th i s  n o t e  d e s c r i b e s  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  s p e c i a l - p u r p o s e  mach ine  t h a t  c o u l d

compute t h e  i m a g e  o n  t h e  f l y ,  i . e .  d u r i n g  t h e  f e w  s e c o n d s  t h e  X - r a y  s c a n n i n g  o f

the  c r o s s - s e c t i o n  t a k e s .  I n  m e d i c a l  a p p l i c a t i o n s  i n  p a r t i c u l a r ,  s u c h  i m m e d i a t e

a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  i m a g e  i s  deemed i m p o r t a n t .

The s p e c i m e n  i s  p r o b e d  w i t h  r a y s  i n  N  h o m o g e n e o u s l y  d i s t r i b u t e d  d i r e c t i o n s .

( P r a c t i c a l  v a l u e s  o f  N  w o u l d  b e  2 4 0 0  o r  2 5 2 0  ,  t h e  l e a s t  common m u l t i p l e  o f

the  i n t e g e r s  u p  t o  1 0  :  w e  s h a l l  show l a t e r  why  i t  i s  d e s i r a b l e  f o r  N  t o  h a v e

many s m a l l  f a c t o r s . )  T h e  r a y s  i n  o n e  d i r e c t i o n  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  e q u i d i s t a n t ;

the  same p a t t e r n  o f  p a r a l l e l  r a y s  i s  u s e d  f o r  a l l  N  d i r e c t i o n s  b y  r o t a t i n g  i t

i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  c r o s s - s e c t i o n  a r o u n d  t h e  c e n t r e  o f  t h e  c i r c u l a r  doma in .  ( H e n c e

the  name " a x i a l "  t o m o g r a p h y. )

Wi th  M  r a y s  i n  e a c h  d i r e c t i o n ,  t h e  c o m p l e t e  p r o b i n g  o f  t h e  spec imen

y i e l d s  M * N  s c a l a r  measurements ,  v i z ,  o n e  f o r  e a c h  r a y  t r a v e r s i n g  t h e  s p e c i m e n .

Each measurement  y i e l d s  a n  a d d i t i v e  c o n t r i b u t i o n  t o  e a c h  p o i n t  o f  t h e  i m a g e  a n d

t h i s  c o n t r i b u t i o n  - - f o r  a  j u s t i f i c a t i o n  w e  r e f e r  t o  t h e  l i t e r a t u r e - -  i s
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( i )  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  measurement

( i i )  c o n s t a n t  a l o n g  l i n e s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r a y  w i t h  w h i c h  t h e  m e a s u r e -

ment was t a k e n .

The c o n t r i b u t i o n  i s ,  i n  f a c t ,  p o s i t i v e  a l o n g  t h e  r a y  and  n e g a t i v e  e v e r y w h e r e

e l se  ( b u t  m o n o t o n i c a l l y  a p p r o a c h i n g  0  a s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  r a y  i n c r e a s e s ) ;

beyond ( i )  a n d  ( i i )  t h e  p r e c i s e  s h a p e  o f  t h e  c o n t r i b u t i o n  i s  o f  n o  i m p o r t a n c e  i n

what f o l l o w s .  T h e  number  o f  p i x e l s  i s  l a r g e ,  s a y  5 0 , 0 0 0 ;  t h e  number  o f  m e a s u r e -

ments i s  a  f e w  t i m e s  l a r g e r  a n d ,  w i t h  e a c h  o f  t h e  measurements  c o n t r i b u t i n g  t o

each p i x e l  v a l u e ,  w e  c o n c l u d e  t h a t  i m a g e  c o n s t r u c t i o n  i s  a  v e r y  s i z e a b l e  c o m p u t a -

t i o n  i n d e e d .  T h e  e n s u i n g  s e v e r i t y  o f  t h e  r e a l - t i m e  r e q u i r e m e n t  c a l l s  f o r  s p e c i a l

purpose e q u i p m e n t  w i t h  a  h i g h  d e g r e e  o f  c o n c u r r e n c y.

We s h a l l  f i r s t  d e s c r i b e  t h e  p r o c e s s i n g  o f  a  s i n g l e  measurement ,  i . e .  h o w

i t s  a d d i t i v e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i m a g e  i s  a p p r o x i m a t e d .  T o  t h a t  e n d  t h e  c i r c u l a r

domain i s  c o v e r e d  b y  a  p a t t e r n  o f  n a r r o w  s t r i p e s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r a y  f r o m

which t h e  measurement  was d e r i v e d ;  f o r  a l l  measurements f r o m  r a y s  i n  t h e  same

d i r e c t i o n  we  s h a l l  u s e  t h e  same p a t t e r n  o f  s t r i p e s .  C o n t r i b u t i o n s  a r e  a p p r o x i m a t e d

by f u n c t i o n s  t h a t  a r e  c o n s t a n t  i n  e a c h  s t r i p e  a n d  t h e  w i d t h s  o f  t h e  s t r i p e s  m u s t

be s m a l l  enough  t o  make t h i s  a p p r o x i m a t i o n  a d e q u a t e .  T h u s  we  h a v e  t a k e n  ( i i )  i n t o

accoun t .  F o r  e a c h  m e a s u r e m e n t / s t r i p e  p a i r  t h e  c o n t r i b u t i o n  v a l u e  r e q u i r e s  o n e

m u l t i p l i c a t i o n :  t h e  v a l u e  measured h a s  t o  b e  m u l t i p l i e d  b y  a  c o n s t a n t  whose v a l u e

i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  s t r i p e  a n d  o f  t h e  r a y  o f  t h e  measurement .

(Wi th  a  m u l t i p l i e r  p e r  s t r i p e ,  t h e  m u l t i p l i c a t i o n s  f o r  a  s i n g l e  measurement  c a n

be p e r f o r m e d  s i m u l t a n e o u s l y . )  T h u s  w e  h a v e  t a k e n  ( i )  i n t o  a c c o u n t .

In t h e  s e c o n d  p h a s e  e a c h  s t r i p e  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  p i x e l s  ( p a r t i a l l y )

covered b y  i t :  t h e  p i x e l  v a l u e  i s  i n c r e a s e d  b y  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  s t r i p e  v a l u e

and t h e  f r a c t i o n  o f  t h e  p i x e l  t h a t  i s  c o v e r e d  b y  t h e  s t r i p e .  T h i s  r e q u i r e s  a  f e w

c o n s t a n t s  p e r  p i x e l .  ( I f  n o  p i x e l  i s  c o v e r e d  b y  more  t h a n  t w o  s t r i p e s ,  i n  f a c t

one f r a c t i o n  o f  c o v e r a g e  a n d  o n e  m u l t i p l i c a t i o n  s u f f i c e . )

Note .  S i n c e  t h e  c o v e r a g e  f r a c t i o n s  o n l y  depend  o n  t h e  p i x e l s  a n d  t h e  s t r i p e s ,

the  measurements  i n  t h e  same d i r e c t i o n  c a n ,  i f  s o  d e s i r e d ,  s h a r e  t h e  second  p h a s e :

f o r  e a c h  s t r i p e  t h e  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  t h e  i n d i v i d u a l  measurements  a r e  added  a n d

t h i s  sum i s  m u l t i p l i e d  b y  t h e  c o v e r a g e  f r a c t i o n s .  T h i s  r e d u c e s  t h e  amount  o f
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compu ta t i on  p e r  p i x e l  b y  a  f a c t o r  M  ( =  t h e  number  o f  r a y s  i n  e a c h  d i r e c t i o n ) .

Depending o n  t h e  t y p e  o f  s c a n n e r ,  c o l l e c t i n g  t h e  measurements i n  t h e  same d i r e c —

t i o n  may r e q u i r e  a  c o n s i d e r a b l e  amoun t  o f  h igh—speed s t o r a g e .  ( E n d  o f  N o t e . )

Our n e x t  p u r p o s e  i s  t o  c h o o s e  t h e  p i x e l s  s o  a s  t o  e x p l o i t  t h e  r o t a t i o n a l

symmetry o f  t h e  m e a s u r i n g  d e v i c e .  T o  t h i s  e n d  t h e  p i x e l s  a r e  a r r a n g e d  i n  c o n c e n t r i c

r i n g s  w i t h  N / k  e q u a l  p i x e l s  i n  e a c h  r i n g .  I n  t h e  o u t e r m o s t  r i n g s  t h e  r e q u i r e d

r e s o l u t i o n  i m p l i e s  a  s m a l l  v a l u e  f o r  k  ,  3  s a y .  T h e  s m a l l e r  t h e  r i n g ,  t h e  l a r g e r

the v a l u e  f o r  k  t h a t  t h e  r e s o l u t i o n  a l l o w s ;  n o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  k  i s  r e s t r i c t —

ed t o  t h e  d i v i s o r s  o f  N  .

F i n a l l y  we d e c i d e  t o  u s e  t h e  same s t r i p e  p a t t e r n  f o r  a l l  d i r e c t i o n s .  A l l

th rough  t h e  i m a g e  c o n s t r u c t i o n ,  t h e  s t r i p e  p a t t e r n  h a s

r e l a t i v e  t o  t h e  i m a g e ,  a n d  h e n c e  r e l a t i v e  t o  e a c h  r i n g .

p i x e l s  a n d  t h e  same r i n g  a f t e r  a  r o t a t i o n  o f  k  s t e p s

2 -mk /N - -  a r e ,  h o w e v e r ,  c o n g r u e n t .  I n  a  r i n g  w i t h  N / k

N d i f f e r e n t  p o s i t i o n s

A r i n g  w i t h  N / k  ( e q u a l ! )

- - i . e .  a  r o t a t i o n  o v e r

p i x e l s ,  t h e  same c o v e r a g e

f r a c t i o n s  t h e r e f o r e  r e a p p e a r  a f t e r  a  r o t a t i o n  o f  k  s t e p s ,  b u t  s h i f t e d  o v e r  o n e

p i x e l .  H e n c e  t h e  t o t a l  number  o f  c o n v e r a g e  f r a c t i o n s  p e r t a i n i n g  t o  t h e  p i x e l s  o f

a s i n g l e  r i n g  i s  o f  o r d e r  N  .

A r i n g  o f  N / k  p i x e l s  i s  t a k e n  c a r e  o f  b y  a  c y c l i c  a r r a n g e m e n t  o f  N / k

c o m p u t a t i o n a l  e l e m e n t s ,  c a l l e d  " n o d e s " ,  w i t h  a  n o d e  f o r  e a c h  p i x e l .  I n  t h e  r i n g ,

the  n o d e / p i x e l  c o r r e s p o n d e n c e  i s ,  h o w e v e r ,  n o t  c o n s t a n t .  A f t e r  a  r o t a t i o n  o f  k

s t e p s ,  t h e  p i x e l  v a l u e s  a r e  c y c l i c a l l y  t r a n s f e r r e d  t o  t h e  n e x t  n o d e  i n  t h e  c y c l e .

(The d i r e c t i o n  i n  w h i c h  p i x e l  v a l u e s  a r e  t r a n s f e r r e d  i s  o p p o s i t e  t o  t h e  d i r e c t i o n

o f  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  r a y s  t h r o u g h  t h e  s p e c i m e n . )  I n  o t h e r  w o r d s ,  w i t h  r e s p e c t

to  t h e  p i x e l s  t h e  c y c l e  o f  n o d e s  a c t s  a s  a  - - p o s s i b l y  two—way--  c y c l i c  s h i f t

r e g i s t e r .

The a r r a n g e m e n t  h a s  t w o  i m p o r t a n t  consequences .  T o  e a c h  node  b e l o n g

p r e c i s e l y  k  ( s e t s  o f )  c o v e r a g e  f r a c t i o n s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  k  s u c c e s s i v e

d i r e c t i o n s ,  a n d  t o  e a c h  n o d e  p e r t a i n  o n l y  a  f e w  f i x e d  s t r i p e s .  T h e  r i n g  h a s  - - a t

l e a s t  c o n c e p t u a l l y - -  a  p h a s e  c o u n t e r  q  ;  a t  e a c h  r o t a t i o n  o v e r  2 r r / N  ,  q  i s

s tepped u p  o r  down m o d  K  b y  1  .  A t  i t s  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  0  a n d  k - 1  t h e

p i x e l  v a l u e s  a r e  s h i f t e d  ( i n  t h e  a p p r o p r i a t e  d i r e c t i o n )  t o  t h e  n e x t  n o d e .  I n

a c t u a l  f a c t ,  t h e  v a l u e  q  i s  d u p l i c a t e d  s o  t h a t  u n d e r  c o n t r o l  o f  i t  e a c h  n o d e
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can s e l e c t  t h e  a p p r o p r i a t e  s e t  o f  c o v e r a g e  f r a c t i o n s .  T h u s  we  have  a c h i e v e d

the  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m a i n  c o m p u t a t i o n  o v e r  a  s p a r s e l y  connec ted  n e t w o r k  o f

nodes w i t h  modes t  t r a f f i c  b e t w e e n  t h e m .

I n t e n t i o n a l l y  we  h a v e  n o t  c a l l e d  c u r  nodes  " m i c r o p r o c e s s o r s " ,  s i n c e  a

s i n g l e  m i c r o p r o c e s s o r  m i g h t  t a k e  c a r e  o f . a  number  o f  nodes  c o r r e s p o n d i n g  t o  a

number o f  a d j a c e n t  p i x e l s .  T h e  p i x e l s  may a l s o  b e  t a k e n  f r o m  a d j a c e n t  r i n g s ;

i f  t h e s e  r i n g s  h a v e  t h e  same number  o f  p i x e l s  - - i . e .  t h e  same v a l u e  f o r  k  - -

the  c y c l i c  t r a f f i c  b e t w e e n  m i c r o p r o c e s s o r s  c a n  b e  smoothed b y  c h o o s i n g  a  homo-

geneous d i s t r i b u t i o n  o f  t h e i r  p h a s e s .  I t  s h o u l d  b e  s t r e s s e d  t h a t  n e i t h e r  t h e

d e c i s i o n  w h a t  p h a s e  t o  a s s i g n  t o  a  r i n g  n o r  t h e  d e c i s i o n  w h i c h  nodes  t o  comb ine

i n  t h e  same m i c r o p r o c e s s o r  a f f e c t s  i n  a n y  way t h e  f r e e d o m  o f  c h o o s i n g  t h e  p i x e l s

f o r  t h e  d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  c i r c u l a r  d o m a i n .  T h e  o n l y  t w o  c o n s t r a i n t s  f o r

t h a t  d i s c r e t i z a t i o n  a r e ,  f i r s t l y ,  t h a t  i n  e a c h  r i n g  t h e  number  o f  p i x e l s  i s  a

d i v i s o r  o f  N  a n d ,  s e c o n d l y ,  t h a t  a l l  p i x e l s  i n  t h e  same r i n g  a r e  c o n g r u e n t .

( I  i n v e n t e d  t h e  above  d e s i g n  w h i l e  e x p l a i n i n g  t h e  p r o b l e m  a t  a  p r i v a t i s s i m u m

--known a s  " T h e  Tu e s d a y  A f t e r n o o n  C l u b " - -  ;  t h e  a b o v e  d e s c r i p t i o n  i s  a  j o i n t

e f f o r t  o f  d r s . A . J . M .  v a n  G a s t e r e n  a n d  m e . )
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